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WPROWADZENIE

Niniejszy skrypt zostal opracowany z mysla o studentach I i II roku
majacych w swym programie studiéw ¢wiczenia rachunkowe z fizyki ogolnej. Skrypt
ten pozwoli im zaoszczedzi¢ wiele czasu, jaki musieliby poswigci¢ na szukanie w
obszernych zbiorach zadan rozwiazan trudniejszych probleméw, ktorych nie potrafia
rozwiaza¢ samodzielnie. Staraliémy si¢ wybra¢ zadania najczesciej przerabiane na
zajeciach i przedstawi¢ ich rozwigzania w sposob jak najbardziej zrozumialy i
przejrzysty. Oczywistym jest, ze przedstawiony sposob rozwiazania zadania jest w
wielu przypadkach jednym z kilku poprawnych sposobéw.

Dobre opanowanie materialu z fizyki wymaga zar6wno pewnej wiedzy
teoretycznej, jak i praktycznych umiejetno$ci rozwiazywania problemoéw sformutowa-
nych w postaci zadan. W osiagnigciu tych umiejgtnosci niniejszy zbiér zadan bardzo
dopomoze, jesli student nie ograniczy si¢ do przeczytania rozwiazania, lecz
dodatkowo przeanalizuje je zwracajac na kazdym kroku uwage na to, czy rozumie
tok rozwiazania. Kolejnym etapem treningu powinno by¢ samodzielne rozwiazywanie
zadania przy zamknigtym skrypcie. Dla sprawdzenia nabytych umiejgtnosci
zamiescilimy w Dodatku zadania z odpowiedziami. Piszac ten skrypt kierowalismy
si¢ naszym do$wiadczeniem zdobytym podczas pracy dydaktycznej w Instytucie
Fizyki Politechniki Wroclawskiej. Bedziemy bardzo wdzigezni za wszelkie uwagi
dotyczace skryptu, gdyz pozwolg one na doskonalenie kolejnych wydar.

Uwagi, ktore do tej pory zostaly zgloszone, uwzgledniliSmy przygotowujac
drugie wydanie skryptu. Poprawione zostaly takze wszystkie dostrzezone przez nas
btedy. Pragniemy podzickowaé Izabeli Szlufarskiej, studentce Politechniki
Wroctawskiej, za efektywng pomoc w zredagowaniu niniejszego wydania skryptu.
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KINEMATYKA

RACHUNEK WEKTOROWY

N e e S T S .

L. Dane sg dwa wektory: a =37 +4 +5k, b=~ + k.Obliczyé
a) dlugosé kazdego wektora,

9 '_)
b) iloczyn skalarny a - b,
¢) kat zawarty migdzy wektorami,

._) _)
d) iloczyn wektorowy a x b .
o ->_ 2. 2> . .
a) Dlugos¢ wektora @ =ax i +ay j +a: k wyraza sig zaleznoscia
a=lal= a,%+aj,2+a§ .

Tak wigc dla wektorow danych w zadamu a= 5 J2, b ,/_

_)
b) lloczyn skalarny wektorow?-ax i +ayj +a; k oraz b =by i +by_] +b; k
wyraza si¢ zaleznoscia;: —a> b =axbx +ayby +azb,. Tak wige dla wektoréw danych w

__) %
zadaniu @ - b =-3+5=2.
¢) Kat zawarty migdzy wektorami mozna wyznaczy¢ z zaleznosci:
- 2 (=
a-b=ab coséka, b}.
Tak wigc dla wektoréw danych w zadaniu:
re

cos 4(?, b} = 02.

2
572 /2
o =g . . , .
Zakladajac, ze Lka, b ) - mierzony w radianach - nalezy do przedziatu (0, 7)

_)
otrzymujemy rozwiaganieé(?z) b} =1.37.

d) lloczyn wektorowy jest wektorem, ktory moze zostaé przedstawiony za pomoca symbolu
wyznacznika w nastgpujacy sposob:

>
- — r g k
axb ax ay az
bx by bz
Tak wigc dla wektorow danych w zadanju:
—?—’;’
-> g e d
71)><b= 3 4 5 |=4i-8j +4k
-1 0 1
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Przypommme, ze wektor @ x b jest zawsze prostopadly do ptaszczyzny, w ktorej leza
wektory 7i b , a zwrot jego jest wyznaczony przez tzw. regule Sruby prawoskretne)
_)

wkrecanej od Gdob.

2. Udowodmc odane zaleznosci rozkladajac wektory na skladowe:
Q (- N _7 (2.2
a)a\bx ):C\abeZ cxalj,
_)
b)ax(bXC)—b(_) _-))—c(_a) b}
a) Obliczmy najpierw iloczyn wektorowy b xC. Skorzystamy z tego, ze iloczyn
wektorowy dwoch wektoréw mozna zapisa¢ w postaci wyznacznika:

- >

_b)x_g i j ok by bz |2 |bx b |7 bxby_k)_
bx by bz Cy Cz Cx Cz cx Cy B
Cx Cy Cz

- -
:(bch—szy) 1 +(szx—bez)j +(bey—bny)k
Obliczmy teraz iloczyn skalarny wektorow i b x e . Otrzymujemy

> (7

_)
a-{ bxc¢ ) = ax(bycz —bzcy)+ay(bzex — bxcz) +az(bxcy —bycx).
%
Analogicznie liczymy iloczyn wektorowy dxb
> 27
- |1 J k - - -
b = ax ay az = (aybz - azby) 1+ (asz - axbz)j + (axby - aybx) k.
by by b;

-
a x

. LD T .
oraz iloczyn skalarny wektoréw ¢ i d x b, ktory dalej przeksztatcamy
- (>

-
(o] \a x b ) = Cx(aybz - azby) +Cy(asz - axbz) +CZ(axby - aybx) =

= ayszx - azbny + aszCy - axszy + axbyCz - aybez =
= ax(byCz - szy) + ay(szx - bez) + az(bey - bny).

_)
Udowodniliémy zatem pierwsza réwnosc 71—) \b x_c>) =c (Tz’x b}

Na koniec obliczamy iloczyn wektorowy Txd:
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- - -
= Cx Cy Cz =(Cyaz—Czay)l +(Czax—dez)] +(Cxay—C‘yax)k.

_)
oraz iloczyn skalarmny wektorow & i 7 x 71), ktory nastgpme przeksztatcamy
_)
b - (_g x _a)) =bx(cyaz - ¢zay)+ by(czax —cxaz) + bz(cxay —cyax) =
= aszCy - aybeg +axbyC: - a:bny +ayszx — axsz ) =
> (7 N
= ax(bycz — bzcy) +ay(bzcyx ~ bxezy+ az(bxcy —bycx) = d - L b x¢ IE
Udowodnili$my wigc prawdziwoé¢ calej zaleznosc1
b) Obliczamy najplerw tloczyn wektorowy b xC
._.)
b xC = (bycz —bzcy) i +(bzex —bxez )] +(bxcy—bycx)k
._é

Nastepnie liczymy iloczyn wektorowy wektorow Tibx?C

g g _k)
> (7 =) ! /
anbXC)= ax ay az =

byCz - b:(fy b:Cx - bez bey - bny
g
= [ay(bxcy — bycx) — az(bzcx — bxez)] i +
_9
+[az(byCz - bzc_y) - ax(bey - bny)]_] +
_)
Hax(bzex — bxez) — ay(byc: —bzey)k .
Obliczymy teraz prawa strong zaleznosci, ktorej stusznosé¢ mamy udowodni¢ - najpierw
iloczyn skalarny e
- -
a - ¢ =dxCy +ayCy +azcz.
._)
Nastepnie mnozymy wektor & przez powyzsza wartosé. Otrzymujemy wektor
- -
b - (_a) . ?) = (bxaxcx + bxaycy + byazcz) i +
9
+(byaxCx + byayCy + byang)j +
_)
+(bzaxCx + bgayc_y + bzazCZ) k.
. . . > (o> 2 . - 7
Pozostaje do obliczenia iloczyn ¢ - \a- b) . Otrzymujemy a - b =axbx +ayby +a:zb:
i dalgj
%
? . (71) - _c)) = (cxaxbx +cxayby +cxazbz) i +
._)
+(Cyaxbx + Cyayby +Cyazbz)j +

_._)
+(czaxbx +czayby +czazbz) k.
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- —>
Liczymy na koniec roznicg wektorow b (71)_0)) - ?(_a) b) odejmujac i

przeksztalcajac  wyrazenia stojace przy tych samych wektorach jednostkowych
e

i, ] 1k: )
- - —> ? — —b C
(——)") c .(a . b) = [a,,(bxcy—bycx) az(szx x z)] l

-
+[az(byCz - bgCy) - ax(bey - bny)] _—];>+

+[ax(szx - bez) - ay(bch - szy)] k.
Udowodnilismy zatem prawdziwo$¢ podanej zaleznosci.

3. Wyznacz gradient funkeji f (x,y,z) dla:
a) fix,y,2) =A(x3 +y2+23

-1/2
b) flx,y,z) = B(x3 +y? +z7')
gdzie 4 i B sg stalymi.

Gradientem skalarnej funkcji f{x,y,z) nazywamy wektor o sktadowych dflox, ofldy, 9fioz i
oznaczamy ten wektor symbolem grad flub Vf (V jest tzw. operatorem nabla). Z definicji
gradientu wynika, ze
- - -
gradf=%f i +%fj +% k.
a) Obliczamy sktadowe wektora grad f
g 9 9
5f= 3Ax2, Ef= 24y, égz 34z2.
Zatem zgodnie z definicjg gradientu mamy

- > -
gradf=3A4x2 i +24yj +34z2 k.
b) Analogicznie jak w czesci a) zadania obliczamy kolejne pochodne czastkowe

¥___ w2 o B o B
30 9 3 & 3
[Pl T [Out]t [Pn2e2]2
Zatem otrzymujemy
2|:x3+y2+22]E [x3+y2+22]2 [x3+y2+12]5

4. Wyznacz dywergencj¢ wektora 7 , ktérego wspoélrzedne s3a nast¢pujgcymi
funkcjami wspélrzednych punktu zaczepienia wektora:

2) @ = (22,2 1)

b) 71) = (xz +y2,x3 +22,z3/2)

Dywergencja wektora 7= [ax(x,y.2), ay(x,y,2), az(x,y,2)]
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nazywamy skalar
diva =% Oay | az
& oy e
Poniewaz operator nabla
V= [i 2 _a_:l
%

traktujemy formalnie jako wektor, wiec inaczej méwiac, dywergencja wektora 7 to iloczyn
skalarny wektora V 1 wektora @

> . > - > >
V.?={§i +%j +§;k}{ax i +ayj +azk:|.
a) Zgodnie z definicja dywergenciji liczymy odpowiednie pochodne czastkowe

. 6ay__ 6ﬂ_1

x Yy T Ty

Stad otrzymujemy
e d 1
diva =y+xz +3-
b) Analogicznie mamy
dax _ day _ da; 3
=" =0 F =3
Zatem
diva = 2x+ %JE

5. Wyznacz rotacje wektora re , ktérego wspélrzedne sa nastepujacymi funkcjami
wsp()lrzgdnych punktu zaczepienia wektora: :

=2 2 2
a) d =\xy+zy,x2+z°+y,y+x

b) q= (x3 +y3,x2y +z3x,y)

Rotacjg wektora 7= [ax(x,y,2), ay(x,y,2),az(x,,2)]
nazywamy iloczyn wektorowy wektora nabla

V= [i 29

ooy o

. - . ->
i wektora a 1 oznaczamy przez rota.
Rotacj¢ wektora mozna, podobnie jak iloczyn wektorowy dwoch wektoréw, napisaé w
postaci wyznacznika:

- - =
N N l_]k
rota =Vx a = 8 3 98
© X x> oy % |

axayaz

przy czym formalnie iloczyny elementow drugiego i trzeciego wiersza nalezy uwazaé za
pochodne czastkowe odpowiednich funkcji, np.
3 0
& o |0 dax
ax ay
a) Obliczamy odpowiedni wyznacznik
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- - -
g i ] , 0 a
= a o el - s A 2
rota = o @ E = [ay(y+x ) az(xz+z +y)}+
xy+zy xz+22+y y+x2

+Jj [agz(xy+zy)—%,(y+x2)]+
+k{ (xz+z +y) ——-(xy+zy)}

=[1-x-2z] i +[y~2x]j —xk.
b) Postepujac analogicznie otrzymujemy

- - 7(’
! J - -
== d e 9 | = 2,1 3_13,2
rota = o Z o —[1—32 x]z+[:2.xy+z 3y]k.
x3+y3 x2y+23x y

6. Dwie czastki zostaly wyslane z poczgtku ukladu wspélrzednych i po pewnym czasie
ich polozenia s opisane wektorami:
- D > 7T 7
riy=4i+3j +8%k oraz F,=21i +10j +5k.
Oblicz:
a) dlugosci wektoréw,
b) wektor przemieszczenia czgstki drugiej wzgledem pierwszej 712,
c) katy miedzy wszystlumn parami tych trzech wektorow,
d) rzut wektora 72 na 7 1

e) iloczyn wektorowy 7 1% 72.
a) Zgodnie z defimcja diugosci wektora:

b) Wektor 71 2 bedzie rowny roznicy wektorow

> .
Fai Fy:

?12 =_r)2—_r)1 =—2_i)+77—37€).
c) Szukane katy znajdziemy korzystajac z tego,
ze iloczyn skalarny wektorow z jednej strony
wyznacza si¢ z zaleznosc1 dla wspotrzednych

_)
wektoréw: g - b = axbx +ayby +azb;, za§ z
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drugiej strony wyznaczy¢ go mozna znajac dtugosci wektoréw i kat zawarty migdzy nimi:
__)

—)
ey =abc054(7, b).

- Przed obliczeniami spojrzmy na rysunek, gdzie
1 > zaznaczone  zostaly poszczegblne katy migdzy

o) wektorami. Dla danych z zadania i zgodnie z

3 oznaczeniami rysunku:
- -
—> rp-ra= 78,
r2 wigc cosa =0.728 i a=0.755,

- >
Fi1-ripp= -1 1,
wigc cosf3 =—-0.148 i B=1.719
Trzeci kat znajdziemy wykorzystujac fakt, ze: o+ (n—-B)+y=n
czyli  y=B-a=00964
d) Niech 75 oznacza rzut wektora _r)z na kierunek wyznaczony przez wektor _r)l, jak na
rysunku:
Wida¢, ze dtugos¢ szukanego wektora:
F¥3=ry-cosa,
natomiast jego kierunek bedzie kierunkiem wektora 71. Tak wigc mozna zapisac:
I _7?1
F3=rycosa -
Korzystzjae 2 wezesnie) wyznaczonych wanosm liczoowych dla 7y, 751 cosa
otrzymamy:
73=0887.
e) lloczyn wektorowy otrzymamy liczac wyznacznik (patrz zad. 1d):

_?—."Z

rJ -> - -

FixPa=|a 3 g |=-65{-45 +34%.
210 5

7. Promien wodzacy punktu materialnego zmienia si¢ w czasie w nastgpujacy sposéb:
> -

_)
T =500+ exp(—1) j +sin(4f) k. Znajdi zaleino$é od czasu predkosci punktu material-
nego oraz jego przyspieszenia.

Skorzystamy z definicji predkosci:

747
t
czyli, jesli 7 —x(t)z +y(t) J +z(t)
—) dy_) dz -
v L7 +52k

dr
Dia 7 = 7)(t) danego w zadaniu otrzymamy wigc:
_)

5 > >
v =5i —exp(-t)j +4cos(4)) k.

10
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Z kolei rézniczkujac po czasie wektor 7 otrzymamy przyspieszenie d :
= 47 g . 2
a="g-= exp(-f) j —16sin(4) k.

g
i

8. Dwie czastki A i B poruszaja si¢ wzdluz osi OX i OY z predkosciami —V)A =2i m/si

_)
v g =3/ m/s. W chwili t=0 s one w punktach o wspélrzednych:
X4=-3m, yy=0 oraz xg=0, yg=-3m
Znaleié wektor_r)A —73, ktory okresli polozenie czgstki B wzgledem 4 w funkcji
czasu, Kiedy i gdzie obie te czastki beds
- Ay [m] najblizej siebie?

v 4 . :
A 1 Opis ruchu czastek przeprowadzimy w

kartezjanskim ukladzie wspétrzednych XOY. Na
rysunku przedstawiono poczatkowe potozenia
czastek 1 odpowiadajace im wektory predkosci.
Wektory wodzace czastetk 4 1 B w chwili
poczatkowej =0, wynosza;

- > 2 -
Fo4=X41 +y4j =-3im
N - > -

rop=xpl tygpj =-3jm
natomiast wektor polozenia czastki B wzgledem
A wynosi:

Aby okresli¢ wektor wzajemnego polozenia czastek w funkgji czasu, znajdzmy najpierw
same wektory —;?A irp.
Poniewaz czastki poruszaja si¢ ze statymi predkosciami, to:

> > - g
FA=rog+ v =(-3+2f)im

-> > - g
rp=rop+tvet=(-3+30)jm

- -
Fp-TFa=|(G-201 +(3+3); }m
gdzie t jest wyrazone w sekundach.
Odleglo$¢ migdzy czastkami 4 i B w funkcji czasu wynosi:
A(t) = |7A —7B| =JG-202+(-3+302m=y18-30¢+132 m
Czastki 4 i B znajduja si¢ najblizej siebie, gdy funkcja A(f) osiaga wartoéé minimalna, co
odpowiada warunkowi zerowania si¢ pochodnej
dA()

o 47 =t min
Stad znajdujemy czas fy;; odpowiadajacy minimalnej odlegloici czastek f, = 15/13 s.
Wektory polozenia czastek odpowiadajace ¢ = fmin Wynosza:

- 977 > 67
rA=—Bzm, rB=1—3_1m.

=0

11
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9. Rybak plynie l6dkg w gore rzeki. Przeplywajac pod mostem gubi zapasowe wioslo,
ktére wpada do wody. Po godzinie rybak spostrzega brak wiosla. Wraca z powrotem i
dogania wioslo w odleglosci 6 km ponizej mostu. Jaka jest predkosé¢ rzeki, jesli rybak
poruszajac si¢ zaréwno w goére, jak i w dél rzeki wiosluje jednakowo.

Zadanie rozwiazemy dwiema metodami. Metoda pierwsza jest prostsza i polega na
rozpatrzeniu ruchu wiosta i rybaka wzgledem nurtu rzeki. Wioslo unoszone przez nurt jest w
spoczynku wzgledem plynacej rzeki. Rybak poczatkowo oddala si¢ od wiosta, a nastepnie
do niego si¢ zbliza. Predkos¢ rybaka wzgledem nurtu rzeki jest w obu przypadkach stata,
tylko zmienia si¢ jej kierunek. Oznaczmy przez ¢ czas ruchu rybaka od chwili zgubienia
wiosta do momentu zauwazenia jego braku i rozpoczecia pogoni. Tak wiec czas ruchu
rybaka od momentu zgubienia wiosta do momentu jego odnalezienia wynosi 21.

Réwnoczednie 21 to czas ruchu wiosta. Niech S bedzie droga przebyta przez wiosto w tym
czasie wzgledem brzegu. Jest to rowniez droga przebyta przez wode w rzece. Tak wiec
szukana predkosc rzeki (predko$é ruchu wiosta) v osi:

S _3|km
v= t—3 il

Drugi sposob rozwiazania polega na rozpatrzeniu
ruchu wiosla i rybaka wzgledem brzegu rzeki.
S Oznaczmy przez A miejsce, w ktorym rybak gubi

C A (u—-v)t B wiosto (rys.), przez B miejsce, w ktorym zauwaza
jego brak i zawraca oraz przez C punkt, w ktérym
dogania wiosto.
Niech u bedzie predkoscig ruchu rybaka, a v predkoscia nurtu rzeki. Pordwnajmy czas
ruchu wiosta i ruchu rybaka. Czas pogoni za wiostem wynosi:

fm = SBC _ SBa*Sac

BC u+v u+v
Mamy tutaj oczywiscie Spy = Syp1 Syc =S adroga Syp wynosi Syp = (u—V)t.
Czas tgc zatem wyraza si¢ wzorem

_ (=) S
o ) IBC = iy
Czas phynigcia wiosta ty wynosi

Iw=14B+1BC:
gdzie 145 to po prostu czas ¢
Tak wigc poniewaz ty = % otrzymujemy
S _ (u-v)t+S
V™ wtv  ’

skad v=5/2t=3 km/h.

12
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10. Lédka przeplyngla rzeke prostopadie do jej idealnie réwnoleglych brzegéw.
Jednoczesnie prad rzeki zniésl 16dke o /=100m w swoim kierunku. Szerokos§é rzeki
wynosi s=200m, natomiast predkos¢ l6dki wzgledem wody v| =47 Wyznacz predkosé
pradu rzeki vp oraz caltkowity czas przeprawy 16dki przez rzeke.

Ruch 16dki jest w tym przypadku zlozeniem dwdch ruchow odbywajacych sie niezaleznie,
cho¢ w tym samym czasie. Kazdy z ruchéw skladowych jest ruchem jednostajnie
prostoliniowym 1 s3 to nastgpujace ruchy:

/ B ruch 16dki z predkoscia v w kierunku
‘ prostopadtym do Dbrzegéw rzeki, opisany
zaleznodcia: s =v ! .
oraz ruch {6dki znoszonej wraz z pradem rzeki
7 w kierunku réwnoleglym do brzegéw, opisany
___‘[; zaleznoscia: { =vp 1 .
- Z powyzszych réwnan znajdziemy wielkosci
V1 szukane w zadaniu; calkowity czas przeprawy:
( (= Vsl' =50s, oraz predkos¢ pradu  rzeki:

!
é:ﬂzzm

s s

Vp =

11. Po rzece plynie 16dka ze stala wzgledem wody predkoécia v, prostopadly do
kierunku pradu. Woda w rzece plynie wszedzie rownolegle do brzegow, ale warto$é jej
predkosdci v, zalezy od odlegloSci y od brzegu i dana jest wzorem:
. my

Vo =vgsin -,
gdzie v(, L — stale (L jest szeroko$cig rzeki). Znaleié:
a) warto$¢ wektora predkosci 16dki wzgledem brzegu rzeki,
b) ksztalt toru tédki,
¢) odleglo$¢ na jaka woda zniosla 16dke¢ w dol rzeki.

Wprowadzmy  kartezjanski  ukfad

AY wspdhrzednych XOY zwiazany z
nieruchomymi  brzegami.  Poczatek
L ukladu wspolrzednych wybierzmy w

miejscu startu todki.
Sktadowe predkosci lodki wynosza

V1 VA odpowiednio:
vy Vx =Vqsin (ELX) =vy , Vy =Vy,
a wartos¢ predkosci:
> 2 2 a2 2 oy
0 xQ X v= va+vy = V] +vpsin (L)

Aby wyznaczy¢ ksztalt toru 1odki,
okre$imy najpierw rownania ruchu, tj. x=x(1) i y=y(1), przyjmujac warunki poczatkowe:
x(0)=0, y(0)=0. Poniewaz ruch w kierunku osi OY odbywa si¢ ze stala predkoscia v, to:

13
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Y =vyt
Podstawiajac powyzsze rownanie do wzoru na vy otrzymujemy rOwnanie ruchu todki w
kierunku osi OX.

x(Z) = [vxdt = Jvgsin (—t) dt= ,[?,f cos ( i3 ) +C

Poniewaz, z zalozenia, x(0)=0, stad stata catkowania C = R‘v_’ czyli

[3% 2vpl . nv
x(t)—m,l[l—cos( L’t)}: 1!‘91 sm2( 7th)

Réwnanie toru otrzymujemy podstawiajac z powrotem vyt =y.

2 V0L 2 1cy

wvy Sin“{ 57

Tor 16dki opisany powyzszym réwnaniem pokazano na rysunku,

Podstawiajac do réwnania toru y = L ( L-szerokos¢ rzeki), znajdujemy odleglosé x, na jakg
prad rzeki znosi 16dz podczas jej ruchu od punktu startu do miejsca przybicia na
przeciwleglym brzegu.

X =

2VOL
AT

Xq =

12. Odcinek AB porusza si¢ tak, ze punkty koncowe §lizgajg si¢ po osiach ukladu
wspolrzgdnych XOY ze stalg predkoScig. Wyznaczy¢ tor, jaki bedzie zakreslal przy
tym dowolnie obrany punkt na edcinku.

Zalézmy, ze punkt A porusza si¢ z predkoscia vg po

Ya osi OY w kierunku poczatku uldadu wspoétrzednych
Al oraz, ze AB=I1 w chwili poczatkowej OA=a.
£ Polozenie punktu A4 w funkcji czasu podaje wzor:
ya() = a—vot.
YMm Przyjmijmy, ze punkt M lezy w odlegloéci ¢ od
punktu 4. Z rysunku mamy, ze w chwili poczatkowe;j
t=0: cos(0) = a/l, natomiast w chwili dowolnej

0 Xps B ;( cos @ = (a-voi)/l.
Wspotrzgdne punktu M sg wigc odpowiednio réwne:

: f -vor\ 2
xM=csm(p=c,[1—cosch=c 1—(a 70) .

a-vot (a—vot) (I-¢c)
YM = a-Vol=€COSQ =a—vgl—c—— = ; .
Aby wyznaczy¢ tor ruchu nalezy z drugiej zaleznosci wyznaczy¢ czas ¢ i podstawi¢ do

réwnania pierwszego. Wystarczy jednak w tym przypadku wyznaczy¢ a—vg!

a—-vpl= %

2
M
= fl - .
IM=C (I—c)2

Otrzymujemy

14
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RZUTY

Po podniesieniu obu stron do kwadratu i prostych przeksztalceniach dostajemy ostatecznie
réwnanie toru

2
M y}%//
= + 2 =
¢ (l-c)

Jest to rownanie elipsy o polosiach ¢ i I-c. Dla przypadku, gdy x> 0iy >0 (pierwsza
¢wiartka ukladu wspotrzednych) torem punktu M jest éwiartka elipsy.

RZUTY

13. Przy powierzchni ziemi rzucono poziomo cialo z predkoscig vg. Znalezé
przyspieszenie styczne i normalne po czasie 7.

Ruch ciala mozna przedstawi¢ jako zlozenie ruchu jednostajnego z predkoscia vo w

kierunku poziomym i ruchu jednostajnie przyspleszonego bez predkoscei poczqtkowej w
kierunku pionowym z przyspieszeniem ay=g
skierowanym w dot (rys. )

0] X Poniewaz skladowa pozioma predkosci ciala vy
jest stata (vx=vq), to skladowa pozioma
przyspieszenia réwna si¢  zeru.  Diatego
przyspieszenie  catkowite ciala jest wciaz
skierowane pionowo w dét i rowne przyspieszeniu
ziemskiemu g. A wigc

__.)
\'% a=g=\/a§+a,21,

gdzie as jest przyspieszeniem stycznym, a ap

J przyspieszeniem normalnym Z rysunku widaé, ze
Yv Vo Vy _as
cosQ = g oraz sing = =5

Jednoczesnie mamy vy =gt, gdyz w kierunku
ionowym mamy ruch jednostajnie przyspieszony, oraz

_ 2 2

v=Jvgtvy.

Dtrzymujemy wiec
_8Vo _ &V
n =~ =
v%—i—gzt2

raz

gVy gzt

as === —=—.
[vatg2i?

4. Cialo rzucone pod katem o wzgledem powierzchni ziemi z predkoscia poczatkows

0 porusza si¢ w prézni po torze parabolicznym, opisanym réwnaniami
)arametrycznymi:

16
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. gt?
X =voteosa, y=volsino -~

Wyzaczy¢ wspélrzedne wektora predkosci oraz przyspieszenia styczne i normalne w
dowolnej chwili czasu.

Tres¢ zadania sugeruje, aby opisa¢ rzut ukosny w prostokginym ukladzie wspotrzednych
XOY, przyjmujac za poczatek ukladu punkt wyrzucenia ciala. Wspbirzedne punktu, w
ktorym znajduje si¢ ciato po uptywie czasu ¢ zadane sa nastepujaco:

YA
P(x:y) _)
as
._.)
Vo an
%
a
a -
0 > X
gr?

X =vgicosa Y =vplsina — =5
Wspotrzedne wektora predkosci otrzymamy rézniczkujac po czasie powyzsze réwnania:

vy = % =vpcosa

vy = Z—J; =vgsina — gt.
Z definicji skladowa przyspieszenia styczna do toru jest obliczana nastgpujaco:
as =S¥,
gdzie v jest wartoscia predkosci ciata, czyli dtugoscia wektora predkosci:

v= va +vy = JVO —2vpgtsina+g 242
Obliczajac pochodna po czasie dla powyzszej zaleznosci otrzymamy:

gr-vosina

fvg—Zvogt sin a+g2t2

z kolei skladowa przyspieszenia normalna do toru (patrz rysunek) musi spetnia¢ zaleznosé:
a?=a}+a?

czyli po wykorzystaniu faktu, ze w tym przypadku a=g:

an= gt -a?

co po prostych przeksztalceniach prowadzi do koncowej zaleznosci:
vpcosa

an=§g .
'v%—Z vogtsin a+g212

as=g

16
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RUCH PROSTOLINIOWY

15. Czastka porusza si¢ w dodatnim kierunku osi OX. Jej predkosé v zalezy od x i
okreslona jest wzorem v=ox, gdzie o - dodatni wspélczynnik. Wyznaczyé

a) zalezno$¢ predkosci v i przyspieszenia a od czasu,

b) $rednig predkosé czastki w czasie, w ktérym przebedzie ona pierwszych s metrow
drogi.

Przyjac x(t = 0) = xq.

a) Aby obliczy¢ zalezno$¢ predkosci v od czasu ¢ nalezy skorzysta¢ z definicji predkosci dla
przypadku poruszania si¢ czastki wzdhuz osi OX: v=dx/dt. Jednoczesnie w zadaniu mamy
v= o x. Otrzymujemy zatem rownanie rozniczkowe

gy
Rozwiazujac je otrzymamy zalezno$¢ x od ¢ Rownanie to rozwigzemy metoda rozdzielenia
zmiennych x i ¢

de =adt
Otrzymujemy Inx=at+C,

gdzie C jest stala, ktorej wartos¢ mozna obliczy¢ korzystajac z warunku poczatkowego
x(t=0) =xg. Otrzymujemy C = Inxg.
Tak wigc zalezno$¢ x od ¢ wyraza si¢ wzorem

X
In [%} =ot,
ktory mozna przeksztalci¢ do postaci
x=xge™.

Korzystajac z definicji predkosci otrzymujemy

v= % =xqoe®.
Zaleznos¢ przyspieszenia a od czasu ¢ dostaniemy korzystajac z definicji przyspieszenia
. a= E
Otrzymujemy
a=xpale™.

b) Aby obliczy¢ predkos¢ srednig vs nalezy podzieli¢ drogg s przebyta przez punkt przez
czas t; potrzebny do jej przebycia

Vsr = "ST
Droga s jest dana wzorem s =x —Xxg
Obliczmy czas f) Skorzystamy z zaleznosci x od ¢: s = Xxge
Przeksztat¢my te zalezno$¢ do postaci

ol - xp.

s+xq ot
T, = ¢ 1
Po zlogarytmowaniu stronami dostajemy
1 stxg
=7 In Xg -
Zatem predkosc srednia wynosi
_ S5 __sa
Vsr =7 LT stxg

17
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16. Punkt materialny porusza si¢ po prostej z przyspieszeniem a okre§lonym wzorem
a=-ov, gdzie o jest dodatnim wspélczynnikiem. Dla f=0 predkosé v=vo . Jaka droge
przebedzie punkt do momentu zatrzymania si¢. W jakim czasie przebedzie on droge
81 ?

Korzystajac z definicji przyspieszenia a w ruchu prostoliniowym

—dv
4= 4y
oraz z zaleznosci a od v (@ = —ov) danej w zadaniu, otrzymujemy réwnanie rozniczkowe
‘;—‘t’ =—aV.

Poniewaz mamy do czynienia z ruchem opéznionym stad znak minus po prawej stronie
réwnania.
Rozdzielamy zmienne v 1 ¢ i rozwiazujemy réwnanie

d7V =-adt
Dokonujemy catkowania
d
[8Y o o fdr
Otrzymujemy
Inv=—at+C;.

Stata catkowania Cy obliczymy korzystajac z warunku poczatkowego v(f = 0) =vj.
Dostajemy

C 1= anO.
Stad zaleznos¢ v od ¢ wyraza sig wzorem
v
In Vg = ot
a po przeksztatceniu
v=vge *,

Drogg przebyta przez punkt obliczymy z zaleznosci v= g—j ktéra przeksztalcamy do postaci
ds =v d¢ i catkujemy wykorzystujac policzong wezesniej zaleznosé v(1)
Jds = vofe ™ d1.
Otrzymujemy
5= —%Oe‘“’ +C.
Stata C; obliczymy zakladajac s(r=0) = 0. Dostajemy
C, =2
Ostatecznie
s= ‘;—0[1 —e ™
By punkt zatrzymal si¢ jego predkos¢ musi by¢ réwna zeru. Jak wynika z otrzymane;
zaleznosci v() ma to miejsce po nieskonczenie dtugim czasie, gdyz
limse Voe_at =0.
Obliczajac granice przy ¢ — oo zaleznosci s(t) dostaniemy droge jaka przebedzie punkt do
momentu zatrzymania si¢
lim/—e0 %[] —e = \ZTO.
Czas 1) potrzebny na przebycie drogi s, vpoliczymy z zaleznosci

18
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ktorg przeksztalcamy do postaci

-ty _ o 51
Yo

o

i ostatecznie, logarytmujac stronami, otrzymujemy

e

RUCH KRZYWOLINIOWY

17. Znalez¢ predkosé i przyspieszenie w ruchu opisanym réwnaniami:
x =Acos (Btz) , Yy=Asin (Btz) )
gdzie A, B s3 stalymi. Znalez¢ réwnanie toru. Jaki to jest ruch?

Opisany ruch jest ruchem na plaszczyznie. Réwnanie toru otrzymamy eliminujac z
podanych rownafn czas t Podnoszac obustronnie do kwadratu i dodajac stronami
otrzymujemy:
x2 +y% = 42cos?(Br?) + B2sin2(Br?) = A2.
Powyzsze rGwnanie jest rownaniem okrggu o promieniu 4 i $rodku w poczatku ukladu
wspdlrzednych. Wyznaczmy teraz wspélrzedne predkosci i przyspieszenia:
vx = 8 = _24Brsin(B12)

= ar
ax = = 24Bsin(Br2) - 44822 cos(Bt?
dt p
vy = d—f = 2A4Btcos(Bt?)

d
ay = S224B cos(Br2) ~ 44B2 2 sin(B1?)
Kolejnym zadaniem jest policzenie wartosci predkosci i przyspieszenia:

v= Jv% +v§ =2A4Bt

a=Ja}+a} = /44282 +1642B%* =24B1+4B2* .
Czyli podane w zadaniu zaleznosci dotycza ruchu jednostajnie zmiennego po okregu.

18. Cma porusza si¢ po krzywej, ktorej dlugosé s jest dana wzorem:
s = sgexp(ct),
gdzie s i c stale. Wiedzgc, ze wektor przyspieszenia a tworzy staly kat ¢ ze styczng do
tego toru w kazdym punkcie, znalezé wartosé
a) predkosci,
b) przyspieszenia stycznego,
c) przyspieszenia normalnego,
d) promienia krzywizny toru jako funkeji dlugosci luku krzywej.

a) Predkoé¢ ¢my obliczymy korzystajac ze wzoru v=ds/dr. Wynosi ona v= cspexp(ct).
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b) Przyspieszenie styczne jest drugg pochodna drogi s po czasie t i pierwsza pochodng
predkosci v po czasie ¢

_d% _dv_ 2

T c“sgexp(ct).

¢) Korzystajac z tego, ze znamy kat ¢ mozma obliczyé
przyspieszenie normalne an. Mamy

as

as tg(p = Z—Z’
skad

an = astge = czsoexp(ct) tge.

d) Wykorzystujac inna  definicje  przyspieszenia
an \% . < .
normalnego an = <~ obliczymy promien krzywizny toru r.

Podstawiajac obliczong wezesniej predkosé v otrzymujemy
LoV o253 (exp(ct))?

= ——————— =sgexp(ct) ctg @ = s ctg ¢.
T 2sep(enige pence &

19. Kolo o promieniu r toczy si¢ ruchem jednostajnym z predkoscig katowa o po
prostej. Zbada¢ ruch dowolnego punktu lezacego na obwodzie kola. Poda¢ zaleinosé
predkosci v i drogi s przebytej przez ten punkt od czasu 1.

Znajdziemy réwnania ruchu tzn. zaleznosci x(1) i y(t) dowolnego punktu P lezacego na
obwodzie kota. Uktad wspdlrzednych obieramy tak, ze 0§ OX Jest prosta, po ktorej toczy sie
kolo a 0§ OY wyznacza polozenie poczatkowe kola.

Poniewaz koo toczy si¢ z predkoscia katowa @ to jego srodek O’ porusza si¢ z predkoscia
liniowa v= . W dowolnym czasie ¢ érodek kota przebywa zatem droge réwna vt = wrt. W
przyjetym ukladzie odniesienia wspotrzedne x i y punktu P wynosza (rys.)

/

X =®rt—-x y=r+y/,

YJ\

-\ X. r!

y
O y (p r 0’
N N
P X
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przy czym x' 1 y' sg tutaj wspolrzednymi punktu P w ukladzie wspétrzgdnych, ktorego
srodek znajduje si¢ w srodku kota. Ich wartosci okreslajg wzory

/
x7 = sin(1800—(p) =sing
/
‘Y,— = cos (1800 —(p) =—Cos¢

Kat ¢ jest katem jaki zakresli} w czasie ¢ promien taczacy punkt P ze $rodkiem kota i
wynosi of. Otrzymujemy zatem

x!

=rsinot
y/ = —rcoswt
Tak wiec rownania ruchu majg postaé
x = ot —sinof)
y = r(l — cosw?).
Wyznaczamy z drugiego rownania warto$¢ cos o¢

cosmt= ry—y
oraz wt
ry
y
i podstawiamy do réwnania pierwszego korzystajac z tozsamosci sin ot = 1 - cos2wt .
Otrzymujemy réwnanie toru ruchu punktu P

x= —,/y(2r —y) +rarccos FTy
Torem tym jest cykloida.

Znajac rownania ruchu mozna obliczy¢ warto$¢ predkosci punktu P. Skorzystamy ze wzoru

v= Jv% + vf ,
gdzie zgodnie z definicja sktadowych predkosci mamy

Vx = ‘;—f=rw—r(n COS W,

v _4_ sin w?
y =3, =10 sinot.

v= ﬁrw,/l—cosmt.

2 2

! = arccos

Zatem

Skorzystalismy tutaj z tozsamosci sin“w? + cos*wt = 1. Korzystajac z kolei z tozsamosci

1-coswt=2 sinz(%l)
otrzymujemy
v=2rw sin —';—t

Droga s przebyta przez punkt P w czasie f wynosi zgodnie z definicja

1 ‘
= [vdi= in9dr = 2r0(~2) cos 2" = 4r(1 - cos2!)
s—({vdt—er(j)sdet—hw( m) cos 5 10—4r 1-cos).
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20. Kolo o promieniu R=2m obraca sig tak, ze kat obrotu promienia kola ¢ zalezy od
czasu ! w nastepujacy sposéb: o(f)=A+Bi+Ct3, gdzie B=drad/s, C=3rad/s>.
Wyznaczy¢ po czasie r=2s od momentu rozpoczecia ruchu dla punktéw polozonych w
odleglosci 3R/4 od osi obrotu:

a) predkos¢ katowa,

b) predkos¢ liniowa,

¢) przyspieszenie styczne, normalne i calkowite.

Kazdy punkt kota porusza si¢ po okregu o promieniu
réwnym odleglosci tego punktu od $rodka kota. Predkosé
katowa, wspolna dla wszystkich punktow kota wynosi:

W= i—‘f =B+3C2.
Predkos¢ liniowa v=wr, gdzie r jest odlegloscia od osi

obrotu. Dla punktow kota potozonych w odleglosci r= %R

od osi obrotu:

v=3R[B+3C1?)
Przyspieszenie styczne as  majace kierunek wektora
predkoscl, zgodnie z definicja wynosi:

as =¥ =2rCy,
a przyspieszenie normalne an, ktére w tym przypadku jest przyspieszeniem dosrodkowym,
dane jest wzorem

2
an = VT =rel= %R[B+3Ct2]2
i jest skierowane do srodka okregu. -

Przyspieszenie calkowite, ktore jest wypadkowa przyspieszen sktadowych wynosi w tym
przypadku

a= ‘/asz +a: = %R\/[6Ct]2 +[B+ 3Ct214 ‘
Dokonujac obliczen numerycznych dla =25 otrzymujemy:
® = 40rad/s, v=60m/s, as = 54m/s?, an=2400m/s2, a=2400.61 m/s2.

21. Ruch punktu poruszajgcego si¢ na plaszczyznie dany jest w ukladzie kartezjanskim
réwnaniami x = 512, y= ctz, gdzie stale b,c >0.

Znalez¢ parametryczne réwnania ruchu w ukladzie biegunowym, tor ruchu punktu
oraz predkosé i przyspieszenie w obu ukladach odniesienia.

Dokonajmy najpierw opisu ruchu punktu w ukladzie kartezjanskim XOY. Réwnanie toru
znajdujemy eliminujac czas z pierwszego réwnania ruchu i wstawiajac do drugiego, lub
dzielae réwnania ruchu stronami. Torem ruchu punktu jest prosta o réwnaniu:

y= %x, gdziex > 0.
Z kolei predkos¢ punktu dana jest rownaniami: vy =2bt, vy = 2ct

1 stad
v= ‘,v,% +v§ = 21,/b2+c2
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s

Vy

ay
ax Vx

»

X

oraz przyspieszenie: ax =2b, ay=2c

istad

a= ‘la% +a§ =2/b2+c2.
Jak wida¢ z powyzszych rownan ruch punktu jest ruchem jednostajnie przyspieszonym po
linii prostej. W biegunowym ukladzie odniesienia ruch punktu opisujemy poprzez podanie
zaleznosci dtugosci promienia wodzacego 7 i kata ¢ od czasu:

r= sz +y2 = tz./b2 +c?

¢= arctg(i—/) = arctg(%) = const.

Predkosc punktu w ukiadzie biegunowym wyraza si¢ poprzez sktadowe: radialng v, =

dr .
p dr !
transwersalng v = rd—(f. Poniewaz kat ¢ =const, sktadowa transwersalna vp =0, askdadowa

radialna:
V= 2t,/b2 +c2 =v.

Przyspieszenie punktu w ukladzie biegunowym wynosi:

a= a%+a3,

gdzie:

= grar T 20
dt
Jak wida¢ z powyzszych zaleznosci w ukladzie biegunowym wektory predkosci i
przyspieszenia maja jedynie niezerowe skladowe radialne, co Jjest oczywiste dla opisu ruchu
po linii prostej przechodzacej przez poczatek ukiadu wspotrzednych.

22. Kolista tarcza o promieniu R wiruje wokél swojej osi ze stalg predkosciz w. Ze
srodka tarczy wyrusza biedronka i porusza si¢ wzdluz promienia ze stalg predkoscia
vo. Znalezé:

a) réwnania ruchu i toru biedronki w nieruchomym ukladzie odniesienia we
wspolrzednych kartezjaiskich i biegunowych,

b) zaleino$¢ od czasu warto$ci wektora predkosci v oraz jego skladowych radialnej v,
i transwersalnej v,
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¢) zaleino$¢ od czasu wartosci wektora przyspieszenia a, jak réwniez jego skladowych:
radialuej ar , transwersalnej a¢ , oraz normalnej ay i stycznej as,

d) zalezno$¢ wartoSci promienia krzywizny toru p od czasu,

e) calkowity dlugos¢ drogi przebytej przez biedronke wzgledem nieruchomego ukiadu
odniesienia.

W ukladzie odniesienia zwiazanym z wirujaca tarcza, biedronka porusza si¢ ze stalg
predkoscig vg wzdtuz promienia, natomiast w nieruchomym ukladzie odniesienia biedronka
dodatkowo porusza si¢ z predkoscia katowa o obracajacej si¢ tarczy. W sumie w
nieruchomym ukladzie odniesienia tor, po ktérym porusza si¢ biedronka ma postaé
rozwijajacej sig spirali.
Réwnania ruchu w uktadzie biegunowym, dane sa poprzez podanie zaleznosci od czasu
wspoirzednej radialnej 7 i katowej . Poniewaz biedronka porusza si¢ wzdtuz promienia ze
statq predkoscia vg, a tarcza obraca si¢ ze stala predkoscia katowa o, mamy
- r=vol, p=wt

Zatozylismy przy tym, ze w chwili poczatkowej =0; kat ¢ jest rowny zeru. Korzystajac z
powyzszych rownan otrzymujemy réwnania ruchu we wspdtrzednych kartezjanskich w
postaci:

x =rcos ¢ =vgtcos(w?)

y =rsing =vgtsin(w?).
Roéwnanie toru we wspétrzgdnych biegunowych otrzymujemy eliminujac czas z jednego i
wstawiajac do drugiego réwnania ruchu. Otrzzfmujemy W ten sposob prostg zaleznosé

r=-2¢.

Z kolei réwnanie toru we wspdlrzednych kartezjanskich otrzymujemy w prosty sposob

zauwazywszy, ze
r=Jx2+y% a tg<p=§.
Podstawiajac powyzsze zwiazki do rownania toru we wspotrzednych biegunowych

otrzymujemy
; =tg(7ma ,/xz +y2 )
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Krzywa dana powyiszym rownaniem nosi nazwg tzw. spirali Archimedesa. Na rys.
pokazano rozkiad wektora predkosci na skiadowe (w ukladzie biegunowym): radialng v, i
transwersalng vp. Zgodnie z definicjami tych sktadowych mamy:
dr do
Vr=q;7V0s V=g r= WVl
Zalezno$¢ od czasu wartosci wektora predkosci ma postaé:

v= ‘/v;"-+v(2,, =vgy1 +wi?,

Catkowite przyspieszenie we wspolrzednych biegunowych rozkladamy, podobnie jak
predkos¢, na skiadowa radialna a,1 transwersalng ag. Na podstawie definicji skladowe
wektora przyspieszenia wynoszg:
L (8 e e e
ay = d'2 r ar =—Vgw-t, aq,—rd’2 +"drdt =iV,
a wartos¢ catkowitego przyspieszenia:

2 bl
a=Ja; +ap =vow 4+l

Calkowite przyspieszenie mozemy rowniez rozlozy¢
Ya na dwie inne skladowe: na skladowq styczng do toru
as, oraz skladowa normalng a, skierowang do srodka
okrggu o promieniu p, stycznego do toru w danym

/ A ds punkcie. Wartos¢ skladowej stycznej przyspieszenia
) as w chwili czasu ¢ dana2 jest  wzorem:
an as=Sv o8 (y [Ieh7 ) o el

V14022
Skladowa normalna przyspieszenia znajdujemy
korzystajac z tego, ze znamy skladowa styczna i
catkowite przyspieszenie a.

5 vom(2+m212)
an=Ja--as = ————"
V14022

Z drugiej strony wartos¢ skladowej normalnej

f
\.

przyspieszenia dana jest wzorem:
2
an = V?
Pozwala to nam wyznaczy¢ promien krzywizny p w dowolnej chwili czasu, gdyz v oraz ay
zostaly juz wczesniej wyznaczone.

3n
_ V2 N V0(1+ﬂ)2!2)
P= an m(2+m2r2>
Obliczmy teraz catkowita dtugos¢ drogi przebyta przez biedronke w nieruchomym ukladzie

odniesienia. Obliczmy najpierw droge przebyta przez biedronke jako funkcje czasu ruchu
biedronki .

s=[vdt= vyl +0?i2 dr= %vow(t [Lz+w2t2 +L2arcsinh(a)t)j +C
- (] @

Pontewaz w chwili 0, droga s=0, stata catkowania C jest rowna zeru. Za catkowita droge
przebyta przez biedronke uwazamy drogg, jaka przebyla ona w czasie T, gdzie T jest
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czasem, po ktérym biedronka dotarta do brzegu tarczy o promieniu R. Z rébwnania ruchu we
wspotrzednych biegunowych mamy R =v(7. Stad 7= R/vg wstawiamy do wzoru na droge
i otrzymujemy catkowita droge przebyty przez biedronke w nieruchomym uktadzie

odniesienia:
) .
Se= %VO[% }1 + mvf + %arcsmh (%)J
0

23. Ruch punktu materialnego w biegunowym ukladzie odniesienia opisujg réwnania
r=bt, @=clt, b, c=const. Znalezé tor ruchu, predko$¢ i przyspieszenie punktu jako
funkcje czasu.

tor ruchu punktu materialnego znajdujemy w standardowy sposob, traktujac czas ¢ w
rownaniach ruchu jako parametr, ktoéry wyznaczamy z pierwszego rownania i wstawiamy do
drugiego z rownan. Réwnanie toru we wspdlrzednych biegunowych ma prosta postac:

C
r==

1 jest rtownaruem spirali hiperbolicznej. !
A A
Vy
P2 , a=lay|
0} v 9 R
NS Vo NS g

Predkosc v punktu materialnego znajdujemy ze wzoru:
v= v+ v%, ,
gdzie vri v sa odpowiednio sktadows radialng i transwersalng predkosci punktu, a ich

wartoéci dla dowolnej chwili czasu f otrzymujemy ze wzoréw:

de
V’.:%:b’ vq):rd—tpz—ch‘

v=>5 1+(§)2

W podobny sposob obliczamy przyspieszenie punktu materialnego a. Odpowiednie

skladowe przyspieszenia, radialna a, 1 transwersalna ag, wynosza:

(40}, bt
dr2 Nds T
dod, dz‘P _

ey +rdr2 =0.

Przyspieszenie catkowite punktu materialnego wynosi wiec:

Stad predkosc v wynosi

ar

a(p=
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N
a= \/a% +az(P = ﬁ"—; =la,|.
24. W czterech rogach kwadratowego sufitu o boku a znajduja si¢ cztery pajaki. W
pewnej chwili zaczynajg Scigac sie nawzajem, tzn. poruszajg sie wszystkie ze stalg co do
wartodci predkoscia vy skierowang wzdluz prostej laczacej pajaka danego z pajakiem
poprzedzajacym go. Znaleic:
a) réwnania ruchu dowolnego pajgka,
b) czas ruchu,
c) réwnanie toru.
Zadanie to w prosty sposob mozna rozwigzac
we wspolrizednych biegunowych. Polozenie
Py \ Py pajakow na suficie w chwili poczatkowej
przedstawia rysunek. Pajak /7| zaczyna
Vi Vo ! kierunku jaka P, z
45 porusza¢ si¢ w  kier pajaka P,
Vo predkoscia vg, pajak 75 w kierunku P5 itd.
Aby poda¢ réwnania ruchu dowolnego pajaka
a we  wspolrzednych  biegunowych  nalezy

\
v

* znalezé zalezno$ci r=r(1) 1 ¢ = @(1), okreslajace
jego polozenie wzgledem $rodka  sufitu.
Vo Rozlézmy wektor predkosct vy na skladowg
radialng v, skierowang wzdluz przekatnej
< kwadratu 1 prostopadla do niej skladowa
P3 p P p ]
a Vo 2 transwersalng v Majac dana predkosc v
mozna obliczy¢ vri ve gdyz
Y o5450 = Y2 oraz YO ginas0 = Y2
Yo =co0s45 J: 5> oraz g =sm45" = —.
2 2
Zatem Vr=—-vg oraz Ve = g"O»
Skorzystamy teraz z definicji predkosci v i v tzn. ze wzoréw
_dr _ 4o
Vr=g, oz Ve=ron

Poréwnujac powyzsze dwie pary zaleznosci na vrive oraz uwzgledniajac, ze wektor
L . L .

predkosei v; ma zwrot przeciwy w stosunku do wektora polozenia # , skierowanego od

srodka sufitu do pajaka (odleglosé r maleje z czasem - daje to znak minus w pierwszym z

réwnan ponizej), dostajemy dwa réwnania rézniczkowe

dr - —Qv oraz o 22 v
_ oA T2 a2
Rozdzielamy zmienne w pierwszym rownaniu mnozac stronami przez d!
J2
dr= ——Z—VO ds

i catkujemy stronami
fdr= —gvofd I
Otrzymujemy

2
r:—gvowc
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Stala calkowania C mozna okresli¢ na podstawie warunkdow poczatkowych. Poniewaz w
2 2
chwili =0 odleglos¢ r = ag (potowa przekatnej kwadratu) otrzymujemy wigc C = ag.
Zaleznos¢ r(1) ma zatem postac
J2
r= T(a - V01)4
Nalezy teraz rozwigzac¢ drugie réwnanie rézniczkowe, z ktorego otrzymamy zaleznosé¢ ¢().
Podstawiamy do niego otrzymang zalezno$¢ r(y) i rozdzielamy zmienne. Otrzymujemy
rownanie

d
do= _a_—’_r
vo
ktore catkujemy stronami
fdo=]-& -
v
0
Dokonujemy podstawienia x = % —t. Mamy zatem dx =—dt i
d
[do=-15
Po scatkowaniu dostajemy
— =-ln{ & —
¢=-Inx+C= ln(vO t) +C.

W chwili poczatkowej =0 ¢ = 0 zatem
0=-In % +C,

skad mamy C =1In (\f’—o) 1 ostatecznie
[d
=t
¢ =~In Ve, =—ln(1 -ig—’).
Yo
Réwnania ruchu dowolnego pajaka maja zatem postac

r=72(a—v0t)
(p=—ln(l --Vg—’)

b) Pajaki beda si¢ poruszac¢ do momentu spotkania sie na srodku sufitu. Czas ruchu #s mozna
zatem okresli¢ z pierwszego z réwnan ruchu, czyli zaleznosci /(1). Na $rodku kwadratowego
sufitu =0 zatem otrzymujemy rOwnanie, z ktorego okreslimy czas fs

2

—Z—(a— V()ts) =0.

Dostajemy 5 = %.
¢) Roéwnanie toru ruchu dowolnego pajaka znajdziemy po wyrugowaniu z ukladu réwnan
ruchu #(?), @(f) czasu .
Przeksztalémy zalezno$¢ o(#) do postaci

a-vot=ae™?
i podstawmy do réwnania r(z). Otrzymujemy réwnanie toru

2
r=-—ae™?.

Jest to rownanie spirali.
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DYNAMIKA PUNKTU MATERIALNEGO

RUCH POSTEPOWY

25. Znalezé efektywny wspélezynnik tarcia kél samochodu o nawierzchnie drogi, jezeli
wiadomo, ze przy szybkesci samochodu v=10m/s droga hamowania s=8m. Przyjj¢, ze
podczas hamowania samochéd poruszal si¢ ruchem jednostajnie opéinionym. Dane
jest przyspieszenie ziemskie g = 10 m/s.

Podczas hamowania na samochod dziala tylko sila tarcia 7, ktorej warto$¢ rowna jest
iloczynowi efektywnego wspolczynnika tarcia f oraz sity nacisku, rownej cigzarowi ciala,
czyli mg, gdzie m jest masa samochodu. Tak wigc:

T =fmg.
Korzystajac z drugiej zasady dynamiki Newtona mozemy powiazaé przyspieszenie ciata i
dzialajaca nan site, czyli w tym przypadku:

T=ma,
gdzie a bedzie wartodcig stalego przyspieszenia skierowanego tak jak sila tarcia, czyli
przeciwnie do kierunku ruchu cialta; stad @ nazwiemy opoznieniem ruchu. Tak wiec:

ma=fmg i f= g.

Z kolei wartos¢ a znajdziemy rozwigzujac uklad rownan okreslajacych droge i predkosé w
ruchu jednostajnie opoéZnionym:

2
=y 8
§=vI— =

0=v-at -(gdyz' po czasie ¢ ciato zatrzyma si¢)
Z powyzszego uktadu réwnan mamy: '

2
v
) ) =35
a wigc ostatecznie wspolczynnik tarcia;
f= ﬁ
=g
a po podstawieniu wartosci liczbowych:
f=0.625.

26. Cialo o cigzarze 100 N porusza si¢ pod wplywem zmiennej sily F=p(q-1), gdzie
P=100N/s, g=1s. Po jakim czasie cialo to zatrzyma si¢, jezeli w chwili /=0 predkosé jego
wynosila vg = 0.2 m/s, a sila miala kierunek predko$ci. Jakg droge przebedzie cialo do
chwili zatrzymania sie?

Napiszmy réwnanie ruchu, czyli druga zasade dynamiki Newtona ma=F, dla ciala o
cigzarze (). Poniewaz przyspieszenie a jest pochodng predkosci po czasie 1 (a=dv/df) wiec
mozemy napisaé

9
gngv =plg-1),

gdzie Q/g=m.
Rozdzielamy zmienne mnozac obie strony rownania przez dr i dzielac przez m.
Otrzymujemy
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dv= (”gg ’g )dz

Catkujemy to rownanie po czasie ¢

jdv:j(%—%gt)dt.

P‘]g _ P
2
Q 0 +C.
Stala catkowania C obliczamy korzystajac z warunkéw poczatkowych (dla 1= 0 v=vy ).

Podstawiajac otrzymujemy C =vq. Zatem zaleznos¢ predkosci od czasu ma ostatecznie
postac

Dostajemy
V= —==

pag, _ Pg 2
Q 207

Gdy ciato zatrzyma sig to jego predkosé v bgdzie rowna zeru. Nastapi to po czasie £, ktory

obliczymy z zaleznosci

v=vg +—~

vo+ 21 - 22 o
ktora przeksztatcamy do postaci
R-2g1, -2

Jest to rownanie kwadratowe o dwoch rozvviqzamach

=g+ g+ =5 QO

2
t1 =q- q7+—Qv—0— <0.

Rozwiazanie drugie musimy odrzuci¢ gdyz interesujg nas czasy ¢ >0 ze wzgledu na przyjeta
chwilg poczatkows ¢ = 0. Podstawiajac wartosci liczbowe otrzymujemy £ = 2.02 s.
Aby znalez¢ drogg przebyta przez cialo do chwili zatrzymania si¢ musimy znalez¢ zalezno$é
drogi s od czasu ¢. Korzystajac z definicji predkosci v=ds/dt i zaleznosci v(1) otrzymujemy
rownanie

ds ., P98, P8

ar Vo + 9] 4 Qt
Mnozymy obie strony przez dt 1 catkujemy

ds = ( +228, Eﬁtz)dt.

P82 PE3
EEl_ 23,
200 760
Jezeli zatozymy, ze w chwili =0 s=0 to wtedy C=0 : otrzymujemy zalezno$¢ drogi od czasu
w postaci <y
s =v0t+‘;q§t2 - %t3.
Do chwili zatrzymania si¢ czyli po czasie ] ciato przebyto zatem droge
P8 t2 Pg 3 6.9m.
2017601 ¥

Otrzymujemy
s =vpl+

s1=vol +55

'27. Na cialo o masie m dziala sila hamujgca ruch, proporcjonalna do predkosei,
F=-bv, b-stala.
a) Znalezi¢ zalezno$¢ predkosci ciala od czasu.
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b) Jaka droge przebedzie cialo do chwili zatrzymania si¢? Predkosé¢ poczatkows ciala
przyjac rowna vy

Réwnanie ruchu tzn. réwnanie ma=F dla przypadku danego w tym zadaniu ma postaé

m%—\’i =-bv
Skorzystalismy tutaj z definicji przyspieszenia a=dv/d.
a) Rozwiazujac powyzsze rownanie rozniczkowe dostaniemy zaleznoéé predkosci v od
czasu f. Mnozymy obie strony réwnania przez dr oraz dzielimy przez v i przez m.
Otrzymujemy réwnanie o rozdzielonych zmiennych vi ¢

d b

& =—mdt
Catkujemy z obu stron

IS = Jdi
1 ofrzymujemy
Inv= —%t +C,
gdzie C jest stalg catkowania.
Poniewaz w chwili poczatkowej, tzn. dla =0, predko$¢ v= vg, , otrzymujemy C = Inv.
Tak wigc mamy

v __ b
In Va = —'m[,
co mozna przeksztatci¢ do postaci
b
v=vge '

b) Skorzystajmy z definicji predkosci v=ds/dr. Po podstawieniu do otrzymanej powyzej
zaleznosci V(1) otrzymujemy rownanie

Mnozymy obie strony przez dt i catkujemy

b
Jds =vofe ™ ds.
Otrzymujemy
b
s= —Y(;—m eml 4 C.
Zalozmy, ze dla =0, 5=0 i obliczmy stata C
0=-2",¢C

b
vom

skad C= >

Zatem zalezno$¢ drogi od czasu ma postaé

§= M(1 - e_%t\

AN J:
Cialo zatrzyma sig gdy jego predkosé zmaleje do zera. Nastapi to po nieskonczenie dtugim
czaste ! gdyz
b

lim/ e voe M = 0.

Droga s, jaka przebedzie ciato do chwili zatrzymania sie rowna jest V_(l),ﬂ gdyz

. v _b vom
s =lim; 500 OT(I —e m') :OT'
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28. Samochéd o masie m hamowany jest sila oporu F=—kv? Jaka droge przebedzie
samochéd, zanim predko$¢ jego zmaleje do polowy?

Napiszmy rownanie ruchu czyli drugg zasade dynamiki Newtona ma=F dla samochodu o
masie m. Poniewaz przyspieszenie a okresla si¢ jako pochodna predkosci v po czasie ¢ czyli
a=dv/df wigc rownanie ruchu ma postaé

dv kv7-

(TR
Rozd21elmy zmienne v i f w tym réownaniu mnozac obie strony przez dt oraz dzielac przez

mv2. Otrzymane réwnanie catkujemy
j9Y = K 1q;
v2 - m .

1_

Dostajemy

mt +C.

Oznaczmy przez vy predkosé poczatkowa samochodu. Woéwczas stata catkowania C
obliczamy zaktadajac, ze w chwili =0, v= v. Podstawiajac otrzymujemy C = —%. Zatem
zalezno$¢ predkosci samochodu od czasu ma posta¢

1
z .
mt+%
Obliczmy dalej po jakim czasie f; predkos¢ samochodu zmaleje do polowy. Czas ¢
obliczymy z réwnania

Vo 1
V(1) =+ =
o

it
Otrzymujemy ¢ = .

zymujemy [ kvg
Wyznaczmy teraz zalezno$¢ drogi s przebywanej przez samochéd od czasu t. Poniewaz
v=ds/dt wigc korzystajac z otrzymanej wczeéniej zaleznosci v(t) otrzymujemy réwnanie

rozniczkowe

ds _ __1
I kg
Mnozymy obie strony tego rownania przez d i catkujemy
_ dt
Jds = L
m Vo

Podstawiamy nowa zmienna catkowania:

m VO m
Otrzymujemy
mdx
fds =715
Po scatkowaniu mamy
s=4lx+C

czyli
s= ’"1 (,,,r+ )+C

Zakladajac, ze dla =0, s=0, otrzymujemy stalq catkowania C w postaci
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=ML
C= k In (v 0).
Zatem zaleznoéc drogi od czasu ma postac

k

5= %ln(l +%t).

Po czasie t| = -"7—: samochdd, ktorego predkosc zmaleje do polowy przebedzie droge

k

51 = %ln(l +%t1),

czyli droge

51 = In2.

=|3

29. Cialo zsuwa si¢ po powierzchni nachylonej pod katem o do poziomu.
Wspélczynnik tarcia k zalezy od przebytej drogi przez cialo s i k(s)= bs, gdzie b jest
dodatnim wspdélczynnikiem. Wyznaczy¢ droge s|; przebyty przez cialo do momentu
zatrzymania si¢ oraz maksymalng predkosé ciala na drodze s ;.

Na cialo zsuwajace si¢ po nachylonej
powierzchni (réwni pochylej) dziata sita
cigzkosci Fec =mg oraz sila tarcia Fy.
Rozlézmy sile cigzkosci na dwie
sktadowe - skladowa Fs rownolegla do
rowni i sktadowa Fn prostopadia do
rowni. Z  rysunku  widaé, ze
Fs =mgsina oraz Fn =mgcoso. Z
definicji sity tarcia Fy=kFy
otrzymujemy zatem F;=kmgcosa.
Poniewaz wspolczynnik tarcia k zalezy
od przebytej drogi s (k(s)=bs) wiec sita
tarcia tez jest funkcja tej drogi

Fi(s)=bmgcosa s
Aby rozwiaza¢ zadanie skorzystamy z
zasady zachowania energii. Energia potencjalna na poczatku ruchu Ep =mgh (h jest
roznica pozioméw migdzy polozeniem poczatkowym a kohcowym ciala) zostaje w catosci
ZuZyta na prac¢ przeciwko sile tarcia W na drodze s, czyli do momentu zatrzymania sie,
gdyz w chwili zatrzymania si¢ ciala energia kinetyczna Ey = 0. Poniewaz sita F; zmienia
si¢ w czasie ruchu wigc korzystajac z deﬁnsicji pracy otrzymujemy

1

W= | Fs)ds.
0

Podstawiajac F'¢(s) dostajemy
5]
W=bmgcosa, 6[ sds= %bmgcos a s%.
Poréwnujac Ep z otrzymang praca mamy
mgs|sing = %bmgcosa s%,
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gdzie skorzystaliémy z zaleznosci

hy =s)sina.
Po przeksztalceniach otrzymujemy
2tga
Sy = —b

Wyznaczmy zaleznoé¢ predkosci v ruchu ciala od przebytej drogi s. W dowolnej chwili
ruchu energia kinetyczna jest rowna réznicy poczatkowej energii potencjalnej i pracy
przeciwko sile tarcia

Ek = Ep - W
Otrzymujemy zatem zaleznosé

2 .
m% =mgssimno — %bmgcos o s2,

gdzie ostatni czlon réwnania jest tym razem praca wykonana po przebyciu drogi s. Stad

Vs = ,/2gssina — gbcosa 52 .

Aby wyznaczy¢ predkos¢ maksymalna na drodze s} obliczamy pochodna funkcji v(s) po s i
przyréwnujemy ja do zera. Otrzymujemy
dv sin a-sb cos a -0

ds y2gsin o-gb cos as?

sino~sbcosa = 0.

Jak wida¢ z powyzszej zaleznosci predko$é jest maksymalna dla
tga

§=—

b’

Stad

czyli w polowie drogi s 1 wynosi
g
beosa ”

Vm =sinag

30. Na stole przymocowano jedna za druga masy m |, m, i m3 (patrz rysunek). Znalezé:
a) przyspieszenie a ukladu,

b) naprezenia wszystkich nici.

Tarcie mas o plaszczyzne stolu i tarcie w bloczku pomingé.

F3 53 FZ F2 Fl
nmjy T my m ‘
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Sity zaznaczone na powyzszym rysunku, to P = mg - sifa cigzkodci, oraz Fy, F,, F3 - sily
naprezajace poszczegblne fragmenty nici faczacej masy w jedna calo$¢é. Z uwagi na to, ze
masy s powiazane i zakltadajac, ze ni¢ jest nierozciagliwa, ruch cigzarka o masie M w dol
nada wszystkim masom to samo przyspieszenie a. Wypiszmy wigc réwnanie obrazujace
druga zasade¢ dynamiki dla kazdej z mas z osobna:

Ma:P—F1
mia=F;—Fy
mza:Fz—F:;

m3a=F3

Wypisujac powyzsze réwnania zalozylismy, ze mozna przyjac, iz wszystkie sity dziataja
wzdtuz jednej prostej, a kierunek ruchu uktadu wyznacza dodatni zwrot. Dodajac stronami
wszystkie rownania otrzymamy:
(M+m1 +my +m3)a=P
czyli
Mg

a= Mimy+mo+my’
Teraz kolejno wyznaczamy wartos¢ kolejnych sit
Mmsg

F3 =m3a= M+m1+m2+m3
M(n12+m3)g
= maat By = e gy
M(ml+m2+m3) g
Fi=ma+Fy=——n-—"T—

Mimy+my+ms

RUCH CIAL ZE ZMIENNA MASA

31. Rakieta o masie poczatkowej M, poruszajjc si¢ w przestrzeni kosmicznej wyrzuca
spalone paliwo ze stalg szybkoscig dms/d ¢ = r nadajac mu predkosé (wzgledem rakiety)
réwna u. Napisz réwnanie rézniczkowe wiazgce predkosé rakiety z jej zmienna masg i
znajdi jego rozwigzanie. Oblicz poczatkowe przyspieszenie rakiety. Przyjaé, ze sily
zewng¢trzoe dzialajace na rakiete s3 rowne zeru.

s

Przy braku sit zewngtrznych takich jak sita cigzkosci i opory ruchu, ped uktadu ztozonego z
rakiety i wyrzucanych gazéw musi byé zachowany.
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Na rysunku pokazana jest, w nieruchomym ukiadzie odniesienia, rakieta w pewnej umowne;j
chwili £, w ktérej ma ona mas¢ M i predkosé v, oraz w chwili ++df po wyrzuceniu
elementarnej porcji spalonych gazéw dms = rds, w nieruchomym ukladzie wspélrzednych.
Poniewaz predkos¢ gazow wzgledem rakiety wynosi u, to w ukladzie nieruchomym w
ktorym rakieta porusza si¢ z szybkoscig v ich prcdkosc wynosi v-u. Stosujac w tym
przypadku zasade zachowania pgdu mamy
Mv=(M—-dms)(v+dv)+d ms(v —u).
Po uproszczeniu i elementarnych przeksztalceniach otrzymujemy
(M - dmg)dv=udms.
W nawiasie po lewej stronie decydujacym skladnikiem jest masa rakiety M, totez mase
gazéw wyrzuconych w czasie df mozna pominag.
Stad:
Mdv=udms.
Dzielac otrzymane rownanie obustronnie przez dz i M otrzymujemy wzér na przyspieszenie
rakiety:
dv _ udms _ur

=G TMdr T M

W powyzszym wzorze M jest masa rakiety, ktora zmienia si¢ w czasie. W zwiazku z tym
przyspieszenie a bgdzie rowniez zalezne od czasu. Przyspieszenie poczatkowe rakiety ag
WYnost:
ur

apg = [Tl;’
gdyz masa rakiety na poczatku wynosita M. Rownanie rdzniczkowe wiazace szybkosé
rakiety z jej zmienng masa otrzymujemy po skorzystaniu, w réwnaniu Mdv=udms, ze
zwigzku dms = —dM, czyli z tego, ze elementarna ilo$¢ wyrzucanych gazéw réwna sig
przyrostowl masy rakiety ze znakiem minus:

Mdv=-udM.
czyli:
dv= —u%.

Po scatkowaniu i uwzglednieniu warunkéw poczatkowych (dla =0, M= Myi v=0)
otrzymujemy:
My
v=uln R
Mozemy predkos¢ wyrazi¢ jako funkcje czasu. W tym celu znajdzmy zaleznosé od czasu
masy M rakiety. Mozemy napisac:

dM = —rdt,
a stad po scatkowaniu
M=-rt+C,
gdzie C jest stala, ktora z warunkéw poczatkowych réwna jest M. Stad:
0
v=uln My-rt

32. Wozek z piaskiem porusza si¢ po poziomej plaszczyinie pod wplywem stalej sily F,
ktorej kierunek jest zgodny z kierunkiem jego predkosci. Piasek wysypuje si¢ przez
otwér w dnie ze stalg predkoscig pt [kg/s]. Znalezé przyspieszenie i predkosé wéozka w
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chwili ¢, jesli w chwili /=0 woézek mial mase M, a jego predkosé¢ byla réwna zeru.
Zaniedbad tarcie i opor powietrza.

Niech masa wozka w pewnej chwili czasu ¢ wynosi M. Poniewaz na wozek dziata sila F, to
na podstawie drugiej zasady dynamiki wiemy, ze zmiana pgdu uktadu tozonego z wozka i
wysypujacego si¢ piasku w czasie df rowna jest popgdowi tej sity, czyli iloczynowi Fd:.
Jezeli przez dm oznaczymy masg piasku wysypujacego si¢ w czasie dt, a przez dv przyrost
predkosci wozka, to
Fdt=M-dm)(v+dv)+dm v—Mv= (M - dm)dv.
W nawiasie po prawej stronie mozemy pomina¢ elementarna masg piasku dm w poréwnaniu
do masy m wézka z piaskiem i otrzymujemy prosta zaleinos¢:
Fdt=Mdv, lub F=M5¥.
Stad szukane przyspieszenie a wozka z piaskiem }vyraza si¢ wzorem:
dv

dr M
Otrzymany wzér na przyspieszenie ma takg sama posta¢ jak dla ciala o stalej masie, ale w
naszym przypadku masa M jest funkcja czasu. Aby otrzymac zaleznosé¢ masy M od czasu
zauwazmy ze masa dm piasku wysypujacego si¢ w czasie df rowna jest ubytkowi masy
wozka dM. Czyli mozemy napisaé, ze:
dM =-dm=—pdt

Calkujac obustronnie to réwnanie i przyjmujac, ze zgodnie z trescig zadania M(z = 0) = M,
otrzymujemy:

M=My—nt
Stad zaleznos¢ przyspieszenia wozka od czasu wyraza si¢ zaleznoécig

a=
My—ut’
Predkos¢ wozka z piaskiem znajdujemy przez elementarne catkowanie:
Fdt _ _F _
Moyt~ B ln(Mo uo) +C,
gdzie C jest stala catkowania, ktorg wyznaczamy z warunku poczatkowego. Podstawiajac do
otrzymanego rownania v(¢ = 0) = 0, mamy
¢ =EnMo),

= F 1 Mo )
v—uln(MO_w .

v=fadt=

a stad
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33. O jaki kat odchyli si¢ poziom cieczy przewozonej w samochodzie cysternie, gdy
samochéd hamuje z opéZnieniem S m/s? (g=10 m/s?).

—> Rozwazmy sity dzialajace na element powierzchni

F - cieczy o masie Am. Gdy powierzchnia cieczy

_V, przyjmie ustalony ksztalt, to oczywiscie oznacza,

o - ze sity te rownowaza si¢ dajac sil¢ wypadkowa
——)LN_) g réwng zeru, Przy tym mozemy powiedzie¢ o tych

P F sitach jeszcze wiecej, wypadkowa sila zewngtrzna

jak i sita reakcji cleczy sa prostopadle do
powierzchni  cieczy. Jedli wypadkowa sita
zewnetrzna nie bedzie prostopadla do powierzchni cieczy, to ta powierzchnia ulegnie
zmianie pod dziataniem sktadowe; sity stycznej do niej. Zmiana bedzie zachodzi¢ tak dtugo,
az skladowa styczna zmaleje do zera. Wynika to stad, ze sila reakcji cieczy moze by¢ tylko
prostopadta do jej powierzchni swobodne;.

Wracajac do zadania narysujemy sily dziatajace na element powierzchni cieczy podczas
hamowania. Kat odchylenia powierzchni cieczy znajdziemy zaktadajac, ze zewngtrzna sita
wypadkowa musi by¢ prostopadta do powierzchni cieczy. Tak wigc na element cieczy o
masie Am dziata pionowo sifa cigzkosci o wartosci P = Amg oraz B())ziomo sita bezwtadnosci

o wartosci F, = Ama. Warunek prostopadiosci sity wypadkowej F do powierzchni cieczy
bedzie spetniony, gdy tgo = —

czyli tgo =
a po wprowadzeniu wartosci liczbowych
tga=0.510=26"

34. Wahadlo o masie m wisi na podstawce umocowanej na woézku (rys.). Znaleic
kierunek nici wahadla, tj. kat o nici z pionem oraz jej naprezenie T w nastgpujacych
przypadkach:

a) wozek porusza si¢ ruchem jednostajnym po plaszczyzinie poziomej,

b) wozek porusza si¢ po plaszczyinie poziomej z przyspieszeniem a,

¢) wozek stacza si¢ swobodnie z réwni pochylej, ktéra tworzy kat f§ z poziomem.

Dane jest g.

W kazdym z przypadkow kierunek nici wahadta wyznaczony bedzie przez wypadkowa sitg
Zewngtrzng ?w dzialajaca na wahadlo. Trzeba tu dodac, ze sita ta bedzie zawsze
rownowazona przez site reakcji nici T tak, ze wypadkowa sila dzialajaca na wahadto bedzie
rowna zeru. Wida¢ tu, ze sily opisujemy w ukladzie odniesienia, wzgledem ktorego wahadto
znajduje si¢ w spoczynku, a wigc w ukladzie zwiazanym z poruszajacym si¢ wozkiem. W
przypadku, gdy wozek bedzie poruszac sig z przyspieszeniem, nasz uklad odniesienia bedzie
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wl

_)
VvV = const

|

_)
a = const

ukladem nieinercjalnym, a wypadkowa
_)

sita zewn¢trzna F, bedzie sumg sily
cigzkosct 1 sity bezwladnosci.

a) W tym przypadku mamy jedynie sile
cigzkosci P=mg, a wigc T=Fy =mg.
Ni¢ zachowuje kierunek pionowy:
a=0.

b) W tym przypadku oprécz sily

cigzkoéci na wahadlo bedzie dzialac w

kierunku poziomym sita bezwladnosci:
_)

—>
Fp=-ma,
Fy

P

tak wigc tgo = £
natomiast

T=Fw =m,/a2+g2 .

¢) W tym przypadku caly wozek bedzie
poruszac si¢ w dot rowni z przyspieszeniem
a=gsinB, a wigc sila bezwtadnosci
wyniesie F, = mgsinf i bedzie skierowana

ﬁ
Jjak na rysunku. Wtenczas sita Fyy musi by¢
skierowana prostopadle do powierzchni
rowni, a co za tym idzie o =§.Sila
naprezenia nici natomiast wynosi:
T=Fw=mgcosp.

35. Po réwni pochylej o kacie nachylenia o zsuwa si¢ naczynie z ciecza. Wspélczynnik
tarcia /< tga. Wyznaczy¢ nachylenie powierzchni cieczy w naczyniu wzgledem réwni.

Wyznaczmy przyspieszenie naczynia z ciecza. Rozloézmy sile F (cigzar naczynia z ciecza
rowny Mg) na dwie sktadowe - sil¢ Fs czyli sile $ciagajaca réwnolegla do powierzchni
rowni i sil¢ Fi czyli sitg nacisku prostopadia do powierzchni rowni.

Rownolegle do réwni dziata jeszcze sila tarcia F; = fFp, skierowana przeciwnie do kierunku
ruchu. Z rysunku wida¢, ze Fs = Mgsinaa Fp = Mg coso. Wypadkowa sily F i sity F;
nadaje naczyniu z ciecza o masie M przyspieszenie a. Mamy wigc réwnanie
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<1 O
Iy <B F
b
..
Fs &> b
F
a FC " mg

Ma=Mgsina —fMgcosa.

Zwiazmy ukdad odniesienia z poruszajacym si¢ naczyniem. Na kazda czastke cieczy o masie
m w tym ukladzie dziata sifa cigzkosci mg i sila bezwtadnosci Fb) = —m_a>, gdzie znak minus
oznacza, Ze sila ta jest przeciwnie skierowana do wektora rs
Powierzchnia cieczy ustawi si¢ w takim polozeniu, aby rzuty tych dwoch sit na kierunek
styczny do jej powierzchni zréwnowazyly si¢. Jak wida¢ z rysunku rzut sity Fjna
powierzchnig cieczy to macosf arzut sily mg to mgcos(90° — o + B). Poréwnujac te dwie
wartosci otrzymujemy
macos B = mgcos (90” — (a. — B)).

Wykorzystujac wezeéniej otrzymana zaleznos¢ na przyspieszenie a oraz odpowiednie
tozsamosci trygonometryczne

€0s (90° ~ (o — B)) = sin (@ — B) = sino cosP ~cosa. sinp

dostajemy
mg(sina — f cos a)cos B = mg(sin a. cos B — cos o sin )
skad
tgp=/
czyli
B =arctgf.

36. Cylindryczne naczynie z cieczg obraca si¢ z predkoscig katowg o wokél pionowej
osi przechodzicej przez jego Srodek. Wyznaczyé ksztalt swobodnej powierzchni
wirujacej cieczy. Dane jest g.

Zgodnie z rozwazaniami przytoczonymi w zadaniu 33 powierzchnia cieczy w obracajacym
si¢ naczyniu przyjmie taki ksztatt, aby wypadkowa sila zewngtrzna dziatajaca na element
powierzchni cieczy o masie Ambyla prostopadta do tej powierzchni. Na element
powierzchni cieczy dziata pionowo sita cigzkoéci o wartosci P = Amg oraz poziomo sila
odérodkowa bezwtadnosci o wartoéci Fg = Am w?2x, gdzie x jest odlegloscia elementu cieczy
od osi obrotu.

Na rysunku wprowadzamy uklad wspéirzednych XOY po to, aby zapisa¢ réwnanie y=y(x)
przekroju osiowego powierzchni wirujacej cieczy. Wyznaczmy najpierw kat nachylenia
stycznej do powierzchni cieczy, czyli innymi slowy, wartos¢ pochodnej dy/dx w jakims
zadanym punkcie 4.
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v A
., /

A
4 (x,
S xy,
P Fy a >
O/ X
LA
2,
o= p
A wiec:
4y _o¥x
dx ~ &
czyli
2
y= gg—xdx
i
2
y:%%x2+C

Statg calkowania C = 0 wyznaczymy z warunku 1(0)=0 (patrz rysunek).

Tak wigc krzywa bedaca przekrojem powierzchni obracajacej sie cieczy jest parabola

majacg w ukladzie wspdirzednych wprowadzonym na rysunku nastepujace rownanie:
y=——=Xx°.

Powierzchnia obracajace;j sie cieczy bedzie v~vi¢c miata ksztatt paraboloidy obrotowe;.

37. Dwaj mySliwi polowali na wilki w Bieszczadach. Jeden strzelal do wilka
znajdujacego si¢ na zachéd od niego, drugi do wilka znajdujgcego si¢ w kierunku
poludniowym. Obydwaj spudlowali i tlumaczyli swoje niepowodzenia istnieniem sily
Coriolisa. Ktéry z nich mial prawo tak sie tlumaczy¢. Jaka jest wielkosé odchylenia
toru pocisku, jezeli Srednia predkosé lotu vo =300m/s, czas lotu f=Is, a szerokosé
geograficzna ¢ = 49"

Site Coriolisa oblicza si¢ ze wzoru

> >

Fe=2mvgyx w,
gdzie vq jest wektorem predkosci pocisku a ¢ wektorem
predkosci  katowej obrotu Ziemi dookota swej osi.

_)
Kierunek sity Fjest prostopadly do plaszczyzny
wyznaczonej przez wektory V oi o, a jej warto$é wynosi

Fe=2mvgwsino  (rys). Zwrot wektora F.okredla
reguta $ruby prawoskretne;.
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-
@

E 2

W przypadku gdy myéliwy strzela w kierunku zachodnim sita Coriolisa jest skierowana
prostopadie do osi Ziemi a poniewaz wektory wi 70 sa w tym przypadku prostopadie wigc
jej wartos¢ wynosi

FC] =2m Vo.
Sita ta nadaje pociskowi o masie m przyspieszenie

el
a1 ="m>

w wyniku czego ulega on odchyleniu o
6) Ax1=%a112=v0(ot2z2.2 cm .
W przypadku gdy mysliwy strzela na potudnie sita
a Coriolisa jest skierowana na zachéd i jej wartos¢

wynosi
a B Fp=2mvgosina
gdzie o jest katem migdzy _v)oi ?0)0 i jest on réwny
R o=180"-¢.
Vo Zatem

—90° Fo =2mvyosine.
B= -¢ Odchylenie toru pocisku w tym przypadku wynosi
2

t .
Axqy = azT =vootZsing ~ 1.7 cm.

Wynika stad, ze zaden z mysliwych nie mial prawa thumaczy¢ swego niepowodzenia

istnieniem sity Coriolisa.

38. Znalezé odchylenie ku wschodowi x ciala spadajjcego z wieZy o wysoko$ci & w polu
grawitacyjnym ziemskim. Wynik przedyskutowa¢ w zaleinosci od szerckosci
geograficznej ¢ miejscowosci, w ktérej znajduje si¢ wieza.

Odchylenie ciala spadajacego z wiezy spowodowane jest przez sitg¢ Coriolisa okreslong
wzorem:
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._)

Fe=2 m—v> X E)),

gdzie v Jjest wektorem chwilowej predkosci spadku swobodnego ciala, a a)wektorem

predkosci  katowej obrotu Ziemi dookola swej osi. Zgodnie z definicja iloczynu
._)

wektorowego wektor F . jest prostopadty do wektorow Vi 8, jego zwrot okresla reguia
$ruby prawoskretnej a jego wartos¢ wynosi
Fe=2mvosina,
L . e T
gdzie o jest katem migdzy wektorami vi .
Jak wida¢ z rysunku ciato ulega odchyleniu ku wschodowi, a kat o wynosi o = 90° +¢.
Zatem
Fe=2mvocosq.
W spadku swobodnym pr¢dko$¢ v=gt zatem
Fe=2mgocoso t.

-
[0

<l

Jak wida¢ warto$¢ sity rosnie z czasem. Sila ta nadaje cialu przyspieszenie odchylajace
a—%=2gmcosq> t,
oraz chwilowa predkosé odchylama

u= jadt =2g® cos I tdt=gwcose 12,
Natomiast odchylenie po czas1c t wynosi
x= judt—gmcoswftz dr= —gcu cos 1.

Poniewaz droga w spadku swobodnym wyraza si¢ wzorem

2
t
-
wige z zaleznosci
o1
) 2
obliczymy czas 1| spadku ciata z wiezy o wysokosci 4. Mamy
1= [2R
1= yg-
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Zatem odchylenie x| po czasie 1| wynosi

1 3_ 1 ARE
X] =380 08¢ 1] = 3gwcoso( T ) .
Na biegunie ¢ = 90° wigc cos ¢ = 0 czyli x| = 0. Na rowniku ¢ = 0° wigc cos ¢ = 1 zatem
32
1 2h
xlmax:'jgw(?) .
Zadanie to zostalo rozwiazane w sposob przyblizony, gdyz predko$¢ v we wzorze
Fe=mvocosa jest w rzeczywistosci sumg predkosci spadku i predkosci odchylania, co
bardzo komplikuje ten problem.

39. Na szerokoSci geograficznej pélnocnej 60° parowéz o masie 10° kg jedzie z poludnia
na péinoc z predkoscig v=72km/h po torze kolejowym biegngcym wzdluz poludnika.
Znalez¢ warto$¢ i kierunek sily jaka parowéz wywiera na szyny kolejowe prostonadle
do kierunku toru.

Przyczyna sily wywieranej przez parowdz na szyny kolejowe jest ruch obrotowy Ziemi.
Potraktujmy Ziemi¢ jako pewien nieinercjalny uklad odniesienia obracajacy sie ze stalg
2n

predkosciag katowa w = - gdzie T jest okresem obrotu Ziemi wokol swojej osi. Poczatek
tego ukladu znajduje si¢ w centrum Ziemi.
Jezeli w takim ukladzie cialo porusza si¢ z predkoscia v, to

—0—;1\ dzialaja na nie sty bezwladno$ci zwigzane z
—V“> 6) nieinercjalnoscia ukladu. Pierwsza z nich jest sila
> odsrodkowa bezwladnoscei:
0 - )
RN Fo=mwo-r
Fe gdzie 7 1 Jest wektorem prostopadtym do osi obrotu,
0° skierowanym na zewnatrz i o dtugosci rownej odleglosci
. ciala od tej osi. Sita ta ze wzgledu na swdj kierunek nie
rownik

moze by¢ jednak odpowiedzialna za nacisk parowozu na
szyny. Druga z sil bezwladnosci jest sita Coriolisa:

- -
Fc=2m(v xw),

.o e -

gdzie v jest wektorem predkosci ciata, a « wektorem
predkosci katowej ukladu odniesienia. Zgodnie z powyzszym wzorem i zamieszczonym
rysunkiem kierunek sity F. dzialajacej na parowoz jest prostopadty do plaszczyzny
WyZnaczonej przez Vi E)}, a zwrot jest za ptaszczyzng rysunku to znaczy na wschod. Z taka
wiadnie sitq bedzie dziala¢ parowoz na szyny kolejowe. Wartos¢ tej sity rowna jest, zgodnie
z definicja iloczynu wektorowego,

i"_t_

T
gdzie kat ¢ jest katem migdzy wektorami Vi Z)) a jednoczesnie, jak to wynika z rysunku ¢
lest szerokodcia_geograficzna, Podstawiajac do wzoru dane liczbowe z uwzglednieniem
tego, ze T7=24h, otrzymujemy F¢ =256 N. Poréwnajmy otrzymany wynik z wartoscia sity
cigzko$ci  Fg dziatajace) na parowoz w  kierunkn pionowym. Wynosi ona
Fg=mg=98. 105 N czyli sita F jest od niej 3800 raza mniejsza.

Fe=2mvosing == mvsing,
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40. Wyznaczy( prace wciggnigcia ciezaru po réwni pochylej, jesli masa tego cigzaru
wynosi 100kg, dlugo§¢ réwni - 2m, kat nachylenia do poziomu - 300, wspolczynnik
tarcia - 0.1, Przyjmij, Ze przyspieszenie ziemskie g = 9.8 m/s?.

Zakladamy, ze ciezar byl wciagany ze stala predkoscia. Wtenczas sity dzialajace na
rozwazane cialo w kierunku ruchu musza si¢ réwnowazy¢. Prowadzi to do nastgpujacego
rownania:

F=P1+T
Przy czym P jest skladowa sity cigzkosci dzialajaca
stycznie do powierzchni rowni (sita zsuwajaca):
P = Psina = mgsina, natomiast 7 jest silg tarcia,
ktora  jest rowna T =fP,, gdzie [ jest
wspotczynnikiem tarcia, a Pp =mgcosajest silg
nacisku. Tak wigc:

F = mgsina + mgf cos o = mg(sin o +fcos at).

Warto$¢ szukanej pracy wynosit W= Fs
a zatem W = mgs(sin o + fcos )
1 podstawiajac dane W = 3413 J.

41. Deska o masie m i dlugosci / lezy na granicy zetknigcia dwéch stoléw, na stole
pierwszym. Jaka minimalng prace nalezy wykonaé, aby przesunaé ja ze stolu
pierwszego na drugi, jezeli wspélczynniki tarcia pomi¢dzy deska a stolem wynoszg
f11f>, odpowiednio dla pierwszego i drugiego stolu.

Przesuniecie deski z jednego stolu na drugi wymaga wykonania pracy pewna silg £, ktora
bedzie co najmniej réwna lub wigksza od sily tarcia T pomigdzy deska a plaszczyznami
stoléw. Jak wynika z rysunku zamieszczonego ponizej sil¢ tarcia 7 mozna w tym przypadku
zapisa¢ jako sume sit 7| i T, bedacych sitami tarcia pomiedzy deska i, odpowiednio, stotem
pierwszym i drugim. Zgodnie z rysunkiem wartosci tych sit zaleza od tego, jaka czgé¢ deski
znajduje sie na stole pierwszym, a jaka na drugim. Wprowadzajac o$ OX ukladu
wspolrzednych w kierunku przesuwu deski z poczatkiem w punkcie styku stolow widzimy,
ze na stole pierwszym znajduje si¢ (I-x)/7 deski, a na stole drugim x//. Stad sita nacisku deski
na st6l pierwszy wyniesie (7-x)mg/l, a na stot drugi xmg/l. A wigc odpowiednie wartosci sit
tarcia 711 T sg rowne
Ty =fi5Emg, Ty =frime,
astad
T=T)+Ty = (/i -x)+/ox] 7.
Zgodnie z definicja, praca ¥ wykonywana siﬁq F w przypadku jednowymiarowym wynosi
2

W= [ Fdx,
X1
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I-x 0 x X

gdzie x1ix, oznaczaja potozenie poczatkowe i koncowe ciala. W naszym przypadku
x1 =0, axy =/, natomiast sita F, w przypadku pracy minimalnej bgdzie dokladnie rowna
wyznaczonej sile tarcia 7. Czyli:

1 m 2 21/
W nin =(I)de = Tg[fl (lx—iz—) +f2x?}|0,
a stad po dokonaniu prostych obliczen otrzymujemy:
mgl
Win = ("1 +/2).

42. Kulka o promieniu R plywa w cieczy o gesto$ci p, przy czym jest w niej zanurzona
do polowy swej objetosci. Jaka prace nalezy wykonaé, aby wydoby¢ kulke nad poziom
cieczy ?
Na zanurzong do polowy swej objetosci ptywajaca kulkg dziatajg dwie rownowazace si¢ sity
- sifa cigzkosci Fc oraz sita wyporu Fy rOwna cigzarowi cieczy wypartej przez polowe
objetosel kulki

Fw= %TI:R:3 Pg-

wh dx

My O
L/

v

Mamy wigc

Fc = Fw = %ﬂR:;pg
Przy wyciaganiu kulki z cieczy sila ciezkoscl i sita wyporu nie rownowaza si¢ wzajemnie i
sita wypadkowa dziatajaca na kulke wynosi

F = F c— F w(h),

gdzie sita wyporu Fy zalezy od glebokosci zanurzenia kulki Fy =Vpg, a V jest
objetoscia czaszy kulistej o wysokosci 4 i promieniu R. Wzor na V otrzymuje si¢ sumujac
objetosci dV plasterkéw o promieniu 7 i grubosci dx (rys.).
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Objetos¢ dV =nr2dx ar? = R2 —~(R-x)? =2Rx - x2.
Objetos¢ czaszy kulistej o wysokosci & rowna jest nastepujacej catce

V= n:j: (2Rx —x2) dx= n(Rx2 - %ﬁ) ]Z = Lan2GR -1,

Zatem wypadkowa sita dziatajaca na kulke wynosi

F=2nR3pg - 1nh®(3R - hpg.
Sila ta rosnie w miar¢ wynurzania kulki. Aby wydoby¢ kulkg na powierzchnig nalezy
dziala¢ na nia sita rowng sile F co do wartosci, ale przeciwnie skierowang, na drodze R.
Zostanie przy tym wykonana praca

R
W= [ Fdx,
[0}
gdzie x=R-h. Podstawiajac h=R-x do wyrazenia na silg wypadkowg F otrzymujemy
zaleznos¢ F(x)
Fx)== pg(sz - %x:").
Dokonujemy catkowania

R
W=mn (sz - lx3)dx =7 (lexz - Lx“) l
1 otrzymujemy
W= 15—21tpgR4.

43. Na podlodze lezy lahcuch o masie m i dlugosci L Jeden z jego konicéw podnosimy do
gory dopoki lancuch nie oderwie si¢ od podlogi. Wyznaczyé minimalng warto$é pracy
jaka nalezy wykonaé, aby podnies¢ lanicuch z podlogi w polu grawitacyjnym Ziemi w
przypadku, gdy
a) lancuch jest jednorodny
b) lancuch jest niejednorodny i jego masa m zalezy od odleglosci x od jednego z koncow
wedlug wzoru m(x) = mg (f) .
a) Na element faficucha o masie dm odlegly od jego kofica o x dziata sita cigzkosci dF=gdm
(rys.). Poniewaz caly jednorodny tafcuch o dlugosci / ma mase m, tak wigc z proporcji
dx/7=dm/m wynika, ze rozpatrywany element ma mas¢ dm=(m/)dx. Element ten nalezy
podnies¢ na wysokos¢ x dzialajac na niego sila réwng co do wartosci sile dF ale przeciwnie
skierowana. Zostanie przy tym wykonana elementarna praca

dW=xdF=xgdm= medx.
Sumujac takie elementarne prace dW otrzymujemy

_mg _£12|’_m_g1
W—-l({xdx— T 0=

2
b) Dla tancucha niejednorodnego mamy zalezno$¢ masy od odleglosci x : m(x) = m (’7‘) .
Masg dm elementu tancucha o dhugosci dx obliczamy rozniczkujac te zaleznosé.
2m0
dm=—=xdx.
12
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Sila d~ ma teraz postac
2myg
dF =gdm= _l’—de
a elementarna praca
2myg 5
dW=xdr= 1—7)( dx.
Calkowita praca réwna jest calce
2mgg | 2m A 2mgel
W:_OgJXde: ZMo8 3| - Zmost
2 0 372 0 3

dFF=dmg

POLA Skt

.—)
44, Czgstka o masie m=3kg porusza si¢ w polu sily F zaleznej od czasu w nastgpujacy
_}
sposob: F' = (151,31— 12,—612)N, gdzie czas t jest w s. Przyjmujac warunki poczat-

- . .
kowe r =(5,2,-3)m, _\7)0 =(2,0, Dm/s znaleié zaleino$¢ polozenia i predkodci czastki
od czasu.

Rozwiazanie tego zadania sprowadza si¢ do rozwiazania réwnan wynikajacych z drugiej
zasady dynamiki Newtona:
- d_)
F= md—‘;-
Rozpisujac powyzsze réwnanie wektorowe na rownania dla poszczegolnych skladowych
otrzymujemy uklad trzech réwnan:
femdY gt g dv
- N lx—md,, ]y—md’, Fz—md’.
Znajdzmy najpierw wspotrzedna vy predkosci czastki, a nastgpnie wspolrzedna x jej
polozenia. Wiemy, ze: Fy = 15¢, a ponadto xq = 5 oraz v,q = 2. Tak wigc:
vx 1 PR
Rl 151= 51, gdyz m =3kg.
vx = [5tdi = %12 +Cyx.
Stala calkowania Cyy znajdziemy korzystajac z warunku poczatkowego vx(1=0) =v o = 2,
a wigc Cyx =21 ostateczna postal réwnania okreslajacego zalezno$¢ wspoélrzedne) vx
wektora predkosci od czasu jest nastgpujaca:

valm/s] = 22 +2
Dalej znajdujemy zaleznos¢ x(7) korzystajac z zaleznodci vy = %f :
dx_32,45

x:%z3 +214+Cx

Stala catkowania Cy znajdziemy korzystajac z warunku poczatkowego x(f=0)=xp =5, a
wiec Cx = 5. Ostatecznie:
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x[m] = %t3 +2045.

Podobnie znajdujemy zalezno$¢ od czasu pozostatych wspoélrzednych wektora predkosei
oraz wektora polozenia:
vy[m/s] = %tz -4t

vz[m/s] = —%ﬁ +1
ylm] = ét3 2242

z[m] = —21—4t4 +1-3

45. Znalez¢ i przedyskutowaé réwnania ruchu oraz réwnania toru czastki o masie m i
ladunku elektrycznym ¢ poruszajacej si¢ w stalym jednorodnym polu magnetycznym o
indukcji B. Obliczy¢ zmiane energii kinetycznej czastki w zaleznosci od jej polozenia
oraz czasu. Predkos¢ poczatkowa v # 0, polozenie poczatkowe rg = 0.

_)
Na czastke¢ o tadunku ¢ i predkosci Y dziata w polu magnetycznym o indukcji B sila

Lorentza
- -
F=gVxB.
Zgodnie z drugg zasada dynamiki sila ta dzialajac na czastk¢ o masie m nadaje jej
przyspieszenie z
- =
ma=F,
Xt gdzie wektor przyspieszenia Z)deﬁniuje sig, jako
druga pochodna wektora potozenia po czasie ¢
—>_d27
a= .
- de?
vV Roéwnanie ruchu ma wige postac
md27 = 7 x B
a1 ’
Wybieramy uklad wspdtrzednych tak, by o$ Z byla
_)

wly

rownolegla do wektora B, natomiast wektor v
lezal w plaszczyznie XZ (rys.).
Oznaczmy kat pomiedzy osia Z a wektorem
V przez o.. Wéwezas mamy

Voz =VpCOs o

Voy =VSina.
Rozpiszmy wektorowe rgwnanie ruchu na trzy réwnania skalarne. Wyznaczmy w tym celu

sktadowe sity Lorentza . Mamy
22>

- 2 Lokl > -
gv x B=g|y, vy vz | = 1quB—quxB=(quB,—qva,0).
0 0 B
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_)
Sita F ma zatem dwie skladowe Fx = qvyBi Fy =—qvxB.
Roéwnania ruchu przybierajg teraz postaé uktadu rownan roézniczkowych

d2x
mm =q VyB

d2y
md7 =-q VxB
d%z
m—==0.
_ dr?
Korzystajac z definicji wektora predkosci
7odr

~

dvy
dr —Cl)Vy
dv
bl A
dé W Vy
Vz
7 =0.

Rozwiazmy najpierw rownanie trzecie, gdyz jest ono niezalezne od pozostatych.
Otrzymujemy
vz =[dv: =cy,
gdzie ¢y jest stala calkowania. Z warunku poczatkowego otrzymujemy wartoéé stalej
€1 =Vq.. Zatem
Vz =V(. =V(COS QL.

Wzdluz osi réwnoleglej do kierunku pola magnetycznego nie dziata na czastke zadna sila,
tak wigc porusza si¢ ona wzdtuz tej osi ruchem jednostajnym z predkoscia vz =vgcosa.

Znajdzmy zaleznos¢ polozenia czastki na osi OZ od czasu t. Poniewaz v; = % wigc mamy

z=[vzdt=vgcosat+cy.
Poniewaz w chwili poczatkowej z( = 0) = O wigc stala catkowania ¢; jest réwna zeru.
Pierwsze dwa réwnania uktadu sa wzajemnie zalezne. WprowadZmy zmienng zespolona
£ = x +iy opisujaca polozenie czastki na plaszczyznie prostopadiej do osi Z. Modut £ rowny
172
(xz + yz) Jest odlegloécia czastki od osi Z, argument & 1Owny arctg()/x) jest katem
biegunowym w tej plaszczyzinie.
- d§ L , o
Jesh oznaczymy pochodng 7 przez vg, to prawdziwa jest rownosé
Vé =Vx + lVy
oraz
e _dvy  dvy
dr ~ar Vdre
Mnozymy teraz drugie rownanie ukladu przez liczbe i i dodajemy stronami do pierwszego

rownania. Otrzymujemy jedno réwnanie rozniczkowe w postaci

ERERTLCR
ar Tl =olvy-ive),
czyli réwnanie rézniczkowe jednej zmiennej 43
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dvg
dt ) )
Mnozymy obie strony rownania przez dt, dzielimy przez Vg oraz caikujemy stronami

d
jvié = iw [dz.

=—im Vg

Otrzymujemy

lnvé =-int+c,
skad

vg = efe ™,

Poniewaz w chwili poczatkowej V(1= 0) =vqy =vpsino wige

Vg =vosinae ",
Korzystajac ze wzoru Eulera A

. eﬂ‘choscpiisin(p
otrzymujemy »
e "% = coswt — isinwt.
Zatem
Vx = Revg =vgsina cosw!
vy = Imvg =-vgsina sinot.

Aby znalez¢ zaleznos¢ potozenia czastki na plaszczyznie prostopadtej do osi Z od czasu ¢
nalezy scatkowa¢ ostatnie dwa rownania. Otrzymujemy

. Vi . .
x = [vxdt=vgsino [coswrdf = w2 sina sinwt+cy

. . vo .
y = [vydt =—vgsina [sinotdr = Eosma cosw!+cy.
Poniewaz x(t=0) = 0 oraz y(=0) = 0 zatem c3=0acy=-vysina/o.
Ostatecznie
Vo . .
X = 4 sina sinw!
Vo .
y = sina(cosot — 1).

Eliminujac z rownan czas ¢ otrzymujemy rownanie toru

x2 +(y+a)2 =a2,
gdzie

Vo .
a=sina.

Jest to okrag o promieniu r=a i $rodku o wspélrzednych x =0 y = —qa. Jegli uwzglednimy
ruch w kierunku osi Z, to w przestrzeni tréjwymiarowe;j torem jest linia Srubowa, ktorej osig
jestprostax =0, y=-a.
Obliczmy zmiang energii kinetycznej czastki w dowolnym czasie r:

AE, = %mv2 —%mv% =%m(v§ +v§+v§—vg) =

= %m(vgsinza cosZwt + v%sinza sin?w@t+ vgcosz(x - v(z)) =
= %m(v(z)sinza + v(z)cosza - v(z)) =0.

W polu magnetycznym zatem warto$¢ energii kinetycznej a wiec i wartosci predkosci nie
ulegajg zmianie,

51



POLA Sit

46. ZnajdZ réwnamia ruchu czastki o masie m i ladunku ¢, ktéra porusza si¢ w
réwnoleglych, przeciwnie skierowanych jednorodnych polach - elektrycznym i
magnetycznym.

_)

_)
Prayjaé: E = (-£,0,0), B =(8,0,0), Vo =(vov0,0), 70 =(0,0,0).

Na czqstkq znajdujaca si¢ w jednorodnym polu elektrycznym E dzw]a stala sita
F E qE a w jednorodnym polu magnetycznym B sita Lorenza F B= qv X B , gdzie

v jest predkodcia czastki. W naszym przypadku wypadkowa sila F jest suma obu
powyzszych sil.

> 2> >

F = Fg+Fp=4E00)+q(vevy,v) x(8,0,0)

Hoczyn wektorowy wystgpujacy w rOwnaniu wynosi:
> 27
i j k| > -
(vx,vy,vz) x (B,0,0) = Ve vy vz | T JvzB~ kvyB= (O,VZB, —vyB).
B 0 0

-
Korzystajac z powyzszej zaleznosci mozemy zapisa¢ wzor na site F .
-

F =q(—E, sz,—vyB).
Zgodnie z druga zasada dynamiki przyspieszenie czastki jest proporcjonalne do wypadkowej
wszystkich sit dzialajacych na czastk¢ 1 odwrotnie proporcjonalne do jej masy, a
mianowicie:

i

a =

gdzie a jest wektorem przyspieszenia czastki. Rozpisujac powyzsze rGwnanie wektorowe
-

na trzy réwnania skalarne i podstawiajac jawna postaé sity ' mamy:

E
ax = _qﬁ,
_gqvzB
ay ="
qvyB
az = ——”):_".

. .. . . =2 4 . . )
Zgodnie z definicja wektora przyspieszenia a =g, Przepiszmy jeszcze raz powyzszy
uklad réwnan nastgpujaco:

dvr _ _4E
de — m>
9w _ gv:B
de — m >
dv: _ %8
dt = m

Otrzymalismy w ten sposob uklad rownan rézniczkowych, w ktérym niewiadomymi
funkcjami czasu sa skladowe wektora predkoéci vr, vyl vz. Zauwazmy, ze pierwsze
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rownanie jest niezalezne od pozostatych i mozemy je rozwiazaé przez zwykle catkowanie
otrzymujac sktadowa vy predkosci.

vx =j(—%5) dr=-1Et1+Cy.
Z warunku, ze vx(f =0) =vg, otrzymujemy wartos¢ stalej catkowania C| =v(, Polozenie
czastki na osi OX znajdujemy dokonujac kolejnego catkowania:

x= IVX dr= _3_512+V0x1+ C,.
Poniewaz zgodnie z warunkiem poczatkowym x(#=0)=0, to stala calkowania C, réwna jest
Zeru.
Przejdzmy teraz do pozostalych dwu rownan ukladu. Réwnanie drugie i trzecie sa wajemnie
zalezne, gdyz w obydwu wystepuja funkcje vy =vy(2) 1 vz =vz({). Metoda rozwigzania tego
uktadu polega na utworzeniu z dwoch rownan pierwszego stopnia jednego réwnania stopnia
drugiego, w ktérym wystgpuje tylko jedna niewiadoma funkcja. Mianowicie rézniczkujac
obustronnie drugie réwnanie i korzystajac z trzeciego mamy:
v _gpdvs () %y

d2 =M de T oAm
Wprowadzajac (dla wygody zapisu) oznaczenie: © = qw rOwnanie przybiera postac:
d2vy
2
+o“vy =0.
dr? Y

Jest to liniowe réwnanie rézniczkowe drugiego stopnia o statych wspblczynnikach.
Réwnanie to ma ogdlne rozwiazanie postaci:
vy = A cos (! + @),
gdzie stale 4i¢sa takie, aby spelnialy warunki poczatkowe zadania. Prawdziwosc
otrZymanego rozwiazania mozemy sprawdzi¢ przez bezposrednie podstawienie do
wyjéciowego réwnania rézniczkowego. Otrzymujemy tozsamosciowe spelnienie rownania
niezaleznie od statych 4 i ¢.
Podstawiajac do otrzymanego ogélnego wyrazenia vy(t = 0) =v,, mamy:
Voy =A4c0s Q. ’
Aby wyznaczy¢ niezaleznie obydwie stale potrzebne jest nam drugie rownanie. W tym celu
najprosciej jest zrézniczkowaé réwnanie na vyi skorzysta¢ z drugiego wyjsciowego
réwnania,
dvy, .
ar = Aosin(ot+¢)=ov;.
Umozliwia nam to wykorzystanie warunku poczatkowego v:(t = 0) = 0, a mianowicie z tego
ze sing =0 mamy, ze warto§¢ fazy poczatkowej ¢ =0. W konsekwencji wartoéé statej
A4 =vq,,. Podstawiajac otrzymane state do rownar na vy 1 vz mamy:
Vy =vq,,cos(w?)
vz = —Vgysin(w?).
Ostatnim etapem rozwigzania naszego zadania jest scatkowanie powyzszych rownan w celu
uzyskania réwnan ruchu w kierunku osi OY i OZ.

v,

y=[vydt= %sin(wt)+C3,
Voy

z = [vzdt = cos (0f) + Cy.
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Poniewaz w chwili poczatkowej =0, x = y = 0

>

V,
Z A znajdujemy, ze C3=0,a Cq4= —%, czyli ostatecznie
» rOwnania ruchu czastki w plaszczyznie YOZ maja
Y postaé:
\Y Voy .
—ﬂ._ y=%sm(wt)

Voy
z=—[cos(wf) - 1].
Z powyzszych rownan wynika, ze torem ruchu czastki w
vV
plaszczyznie YOZ jest okrag o promieniu R = ﬂ

ktérego $rodek ma wspélrzedne y=0,z=-R. Okres

211: an

obrotu czastki po okregu wynosi T = =& = B

Wracajac jeszcze do rownania ruchu w kierunku osi OX, mozemy zauwazyé, ze jest to ruch
jednostajnie opozniony z predkoscia poczatkowa vgy. Czastka najpierw zmniejsza swoja
predkos¢ poruszajac si¢ w kierunku dodatnim osi OX, a nastgpnie zawraca zwigkszajac
swoja predkos¢ w sposdb Jednostajny Razem z ruchem w plaszczyznie YOZ daje to ruch po
linii $rubowej, ktorej skok najpierw maleje do zera, a nastgpnie rosnie nieograniczenie w
ujemng, strone osi OX.

47. Lnalez¢ zaleznos¢ energii potencjalnej od odleglosci od centrum w polu sil:
kA - 2 A - kA
a) F1=——4-r, b)F2=—k7‘ r,c)F3=—2r,
r r

gdzie: k jest stalg, a 7 wektorem Jjednostkowym wzdluz promienia wodzgcego.

> o> >
Pola sit zadane przez sity F |, F,, F3sa polami centralnymi. Jak wiemy pole sil
centralnych jest polem zachowawczym, a przez to potencjalnym. Jezeli sile centralng
_)

zapiszemy w ogdlnej postaci wzorem: F=frn /;5
gdzie f{r) jest funkcja odleglosci od centrum, to energlq potencjalng czastki w takim polu
mozna zapisaé jako: Ep(n=-[fN7 d7 = =—{f(ndr,

_)
gdzie d ¥ jest elementarna zmiang wektora wodzacego a dr elementarng zmiang dtugosci
promienia (odleglosci od centrum ). Jak wida¢ Ep(r) jest funkcja jedynie promienia i jest
okreslona z dokladnoscia do stalej (stalej catkowania), ktéra zadajemy z warunkow
brzegowych indywidualnie dla konkretnego przypadku. Dla sity | mamy

p1=—jF1dr_—j( )dr=— +C).
Przyjmujac, ze gdy r > oo, to £ 1 —>Ootrzymujemy wartosc statej C| =
pz—fkrzdr— +c2

W tym przypadku logicznym jest przyjac warunek brzegowy Ep;(r=0) = 0, gdyz wtenczas
wartos¢ C, = 0. W podobny sposob otrzymujemy E p3 = I;‘ gdzie odpowiednia stata C3 = 0

wyznaczono tak jak w przypadku pierwszym zadajac, aby energia potencjalna w
nieskonczonosci byla rowna zeru.
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_)
48. Czy sila F = (_.xz —~2y,-2x — 6yz,2x z—3y2) jest sila zachowawcza? Jesli tak, to

znalez¢ odpowiadajacg jej energi¢ potencjalng Ep.

- -
Sita F jest sita zachowawcza wtedy 1 tylko wtedy, gdy rot F = 0. Nalezy wigc dokonac
obliczenia rotacji dla wektora podanego w zadaniu.
- -

_+
i J k
2 ) F] ) 2
rot f = £ Y % = i(-6y+6y)+

(2xz2 - 2y) (-2x - 6yz) (szz - 3y2)

- -
+j (dxz—4x2)+ k(-2+2)=0.
_)
A wigc sifa F jest sila zachowawcza i mozna dla niej wyznaczy¢ energie potencjaing z
zaleznosci
9
F =—gradU
czyli po rozpisaniu:

au ou ou
Fx ——5 Fy -_——By-, Fz =—g.
Zacznijmy od obliczen dla sktadowej Fy :
2 __ou
2zt =2y =752
czyh

U=| (—zxz2 + 2y) dx +C(,2),
gdzie C(y,z) oznacza nieznana nam czgéé energii potencjalne) zaleznq tylko od
wspotrzednych y i z. Skiadnik ten trzeba dopisac, gdyz pochodna czastkowa ’") =0. Tak
wige znalezliSmy rozwiazanie dla Ufx,y,z), w ktorym catkowicie pohczona jest tylko
zaleznos¢ energii potencjalnej od wspélizednej x, czyli:
U=2xy- x222+C(y ).

Zastosujmy teraz zaleznos¢ Fy, = -ou.

—-2x—-6yz= —%[ny —x2z2 4 C(y,z)]
Po przeksztatceniu otrzymamy nastepujace rownanie:
oCy,z) 6
% =

czyli
CW,z) = [6yzdy + C(2),
gdzie C(z) oznacza czgs¢ szukanej funkcji Ufx,y,z) mogaca zaleze¢ juz tylko od
wspolrzednej z. Catkujac otrzymujemy:
Cy,2) = 3y*z+C(z).
Z kolei korzystajac z ostatniej zaleznosci Fz = —, Otrzymamy réwnanie:
2%z -3y2 = —g[ky —x222 4 3y%z 4 C(z)],
z ktérego wynika, ze

ocE) _
-0
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a wige C(z) = Co =const i ostatecznie szukana energja potencjalna wyraza sie funkcja:
Ux,y,z) = 2y —x2z2 + 3yzz +Co.

. G2 (27 )

49. Dane jest pole sil: F = (St jN'
a) Oblicz prace sil pola przy przesuwaniu czastki od polozenia 1(0,1) do polozenia
11(1,0). Zakladamy przy tym, ze praca jest wykonywana:

- po lini prostej y=1-x,

- po okregu x2 +y2 =1,

- po osiach wspélrzednych x=0, y=0.

Wspélrz¢dne wyrazone s3 w metrach.
b) Czy to pole jest potencjalne?

Zgodnie z definicja, praca przy przesuwaniu czastki
z potozenia I do potozenia I wyraza si¢ wzorem:

on» _, 11
W=[Fdr =[(Fxdx+Fydy+F,dz).
1 1

Granice catkowania zaznaczylismy w  sposob
symboliczny, a nalezy przez nie rozumieé
wspllrzedne punktu poczatkowego 1 koncowego
dane w zadaniu. Zgodnie z danymi zadania nalezy
przyjac, ze skladowa sity Fz = 0. Podstawiajac do
Wwzoru wyrazenia na Fy i Fy otrzymujemy:

1,0

W=(j)(y2dx—x2dy)

©1
Dalsze obliczenia zaleza od drogi, po ktorej wykonywana jest praca, czyli matematycznie od
przyjetej drogi catkowania wyrazajacej sig zaleznosciami x(3) i y(x).
Jezeli praca jest wykonywana po drodze, dla ktérej y=1-x, lub réwnowaznie x=1-y,
wowczas wzor na pracg mozemy zapisa¢ w postaci:

W=(J1;(1—x)2dx—?(l —yz) dy=2(})(1 —x2) de=2J

Podobnie obliczamy pracg, gdy jest ona wykonywana po ¢wiartce okregu o réwnaniu
2 2
x“+y =1

v

1 1 1
= —x2 - —y2 =2 ~x2 = 4
w E|;(1 x )dx (I)(l y )dy _(f)(l x )dx 3

Zakladajac wreszcie, Ze praca jest wykonywana po osiach wspdtrzednych mamy:

(0,0) () 0 0 1 0

w= | (yz dx —x2 dy) + (yz dx—x2 dy) = [y2dx— [x2dy+ [y2dx - {x%dy=0.

©,1) 0.0) 0 1 0 0
W powyZszym wyrazeniu pierwsza i czwarta catka sq rowne zeru ze wzgledu na granice
catkowania, natomiast w catce drugiej i trzeciej funkcje podcatkowe sq tozsamogciwo rowne
zeru w obszarze catkowania, stad i wartosci calek sa zerowe. Czyli wartogé pracy W = 0.
Jak widic: praca zalezy od drogi, po ktorej jest wykonywana, stad pole sit zadane sila postaci
77) =y2i- x27 nie jest polem potencjalnym.
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POLE GRAWITACYJNE

50. Z powierzchni Ziemi wyrzucono cialo pionowo do gory z predkoscia poczgtkowg
vg Na jaka wysokos¢ wzniesie si¢ cialo? Jakg powinno mie¢ najmniejszg predkos¢
poczatkows, aby nie spadlo nigdy na Ziemig?

Poniewaz pole grawitacyjne jest polem potencjalnym, wysokos¢ na jaka wzniesie sig¢ cialo
mozemy obliczy¢ z zasady zachowania energii. Energia catkowita ciata E na powierzchni
Ziemi jest sumg energii kinetycznej i potencjalnej, czyli

W powyZszym rOwnaniu m jest masa ciata, M masa Ziemi, R promieniem Ziemi, a G stata
grawitacji. Energia calkowita ciala na powierzchni Ziemi jest réwna energii catkowitej na
wysokoscl .

__gMm
E= G'R+h’

W naszym przypadku energia kinetyczna ciala na wysokosci A jest réwna zeru. Z
poréwnania energii catkowitych otrzymujemy:

1 _1_ %

R+h — R 2GM°
a stad:
R

h= 2GM_

2
Rv
0
Oznaczmy teraz przez v n;, najmniejszg predkos¢ poczatkowa, przy ktorej ciato nie spada
nigdy na Ziemi¢. Matematycznie vg i, odpowiada granicznej wartosci vg, gdy wysokosé
h —> 0. Otrzymujemy:

: f 1 1 2GM
VO min = llmh_)co 2GM(E — w) = T .

Jest to tzw. " druga predkosc kosmiczna .

51. Zakladamy ze planeta porusza si¢ po elipsiec wokél nieruchomego Slonca.
Najwigksza odleglo§¢ planety od Slofica wynosi R, a najmniejsza R;.Ile wynosi
moment pedu planety? Wykonaj rysunek. Mase planety, mase Slonca i stalg grawitacji
przyjac za dane.

Ruch planety wokot nieruchomego Stofica mozemy traktowa¢ jako ruch punktu
materialnego w polu sily centralnej, ktorej posta¢ wynika z prawa powszechnego cigzenia.
Jak wiemy podczas ruchu czastki w polu sily centralnej zachowana jest jej energia catkowita

. 2
E, bedaca suma energii kinetycznej, Ey = % i energii potencjalnej, ktora w przypadku pola
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grawitacyjnego ma postac:
Ep:—GA#, gdzie G jest stalg
grawitacji, M - masa Slonca, m -
masa planety, a r odlegloscia
planety od Stonca. Jezeli do wzoru
na energi¢ catkowita za r
podstawimy odpowiednio Ry i R5, a
takze odpowiadajace im predkosci
v1i vy, woéwczas mozemy napisaé: |
\4

™ Mm
E== -G%>
mv% Mm
E= '2— - G"lg
W polu sity centralnej zachowany jest takze moment pedu czastki dany ogélnym wzorem:
—)

L= —r) X m7,
gdzie 7 Jest wektorem wodzacym czastki a v Jej wektorem predkosci w danym punkcie
toru. W naszym przypadku staty warto$¢ momentu pedu mozemy okreslié z odleglosci R,
badz R, Mianowicie jezeli planeta znajduje si¢ w punkcie przystonecznym lub
odstonecznym to kat miedzy wektorami iV Jest katem prostym i mamy:

L=Rymvy, lubL=Rymv,.
Poniewaz nie znamy ani v, ani v, skorzystajmy dodatkowo ze wzoréw na energie
catkowita. Poréwnujac wyrazenia na £ i L dla najwickszej i najmniejszej odlegloéci od
Storica otrzymujemy nastgpujacy uklad réwnan z niewiadomymi Vil vy,

mvl

Mm _
GR =

2
ﬂ_Gﬁﬂ
2

2 R2 ’

Rymv{=Rymv,.
Powyiszy uklad réwnan rozwiazujemy wyznaczajac z drugiego réwnania np. vyi
wstawiajac do pierwszego réwnania otrzymujemy réwnanie na vy w postaci:

R1)2 5 M _2 M
(—“) V2—26E=V2—2GE.

R,
vy = |2OMR1
- Rz(R1+R2)

Podstawiajac v, do wzoru na L otrzymujemy ostatecznie:
[2GMR R,
L=m _R—l—’TRT .

52. Planeta obiega wokél Slofica po elipsie, ktérej jedmo z ognisk pokrywa si¢ z
polozeniem Slofica. Dowies¢, ze moment pedu planety wzgledem Sloica jest wielko$cig
stalg.

Stad
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- -
Zmiana momentu pedu L w czasie jest powigzana zawsze z dziataniem momentu sily M,
co wyraza nastgpujaca posta¢ drugiej zasady dynamiki Newtona:
_)

dL
O =M

W przypadku opisanym w zadaniu na planet¢ dziata zmienna sila grawitacji opisana
nastepujaca zaleznoscia:
¥

gdzie r to odleglos¢ pomigdzy planetg o masie m i Stoficem o masie M. Zapis wektorowy tej
sity jest nastepujacy:

2 mM _r)

F=-G 72— r—
gdyz sita grawitacji dziala wzdtuz promienia wodzacego taczacego Slofice i planete.
Policzmy moment tej sity wzgledem punktu, w ktorym znajduje si¢ Stofice

>

_)
M——?x F—?x{—GLM 7 =0
gdyz iloczyn wektorowy TxTF =0
Tak wiec
74
Fr
a co za tym idzie
.9
L =const.

53. Najwicksza odleglo§é komety Halleya od Slonca to /=35.4 Rzg (Rzg - odleglos¢
pomi¢dzy Ziemig i Sloficem), a najmniejsza /=0.59 Ryzs. Predko$¢ liniowa ruchu
komety w punkcie najbardziej odleglym od Slofica (punkcie odstonecznym) wynosi 910
m/s. Ile wynosi predkos¢ komety, gdy jest najblizej Slonca (w punkcie
przyslonecznym)?

Kometa Halleya krazac po elipsie
zachowuje (zgodnie z zasadami ruchu
ciata w polu sily centralnej) swoj
moment pedu wzgledem Slonca. W
punkcie odstonecznym moment pedu
liczymy z zaleznosci
L=hmv,q,

gdzie m jest masa komety, a v, jej
prekoscia. Kat miedzy wektorem
predkosci a promieniem wodzacym w
punktach odstonecznym i
przystonecznym wynosi %, co upraszcza wzor na moment pedu. Zapiszmy z kolei wartos¢

momentu pedu, gdy kometa znajduje si¢ w punkcie przyslonecznym:
L=Imvppy.
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Poréwnujac prawe strony réwnati mamy:
hmvog=Imvpry
czyli
_h
Vpray =7 Vod-

Po podstawieniu wartosci liczbowych:

_ 354Rs i om _cy ckm
Vprzy—o'ngZS 910 S =546 5 -

DYNAMIKA UKLADU PUNKTOW MATERIALNYCH

ZDERZENIA

54. Na jakg wysoko$¢ liczong od polozenia réwnowagi wzniesie si¢ wahadlo o masie
M=10kg, gdy utkwi w nim pocisk o masie 0.1kg lecacy z predkoscig v=200m/s.

W zadaniu tym mamy do czynienia z trzema charakterystycznymi stanami ukladu
wahadio-pocisk. Zostaty one zilustrowane na ponizszych rysunkach.

G

IItuZ' " po

: maksymalne wychylenie
zderzeniu

przed zderzeniem

Zasada zachowania pedu pozwoli nam wyliczyé predkosé ukiadu wahadto-pocisk tuz po
zderzeniu:

mv=M+m)u
czyli

m
U="7—V.
M+m

Nalezy podkreslic, ze nie mozna tutaj zastosowaé zasady zachowania energii kinetycznej,
gdyz energia kinetyczna pocisku zostanie w czeéci zuzytkowana na wykonanie pracy
"wbicia si¢" pocisku do wahadla. Natomiast zasade zachowania energii mechanicznej
zastosujemy w kolejnym punkcie, liczac wysokosé h na jaka wzniesie si¢ wahadlo.
Zakladamy przy tym, ze opér powietrza jest pomijalnie maty. Poréwnajmy wiec energi¢
kinetyczng wahadta z pociskiem w najnizszym polozeniu oraz energie potencjalng w
polozeniu najwyzszym, czyli poréwnujemy wartosci catkowitej energii mechanicznej w
dwdch skrajnych polozeniach.
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2
% = (m+M)gh
czyli wysokos¢ h na jaka wzniesie si¢ ciato wynosi:
2

u

=4
24
co po podstawieniu uprzednio wyznaczonej wartosci # daje ostateczny wynik:
2.2
_ m A
h= (m+M) 25 =02m

55. Pocisk rozrywa si¢ w najwyzszym punkcie toru na wysokosci #=19.6 m na dwie
jednakowe czesci. W sekund¢ po wybuchu jedna z tych czeéci spada na Ziemi¢ pod tym
miejscem, w ktérym nastapil wybuch. W jakiej odleglodci s, od miejsca wystrzalu
upadnie druga cze$é pocisku, jezeli pierwsza spadla w odlegloéci 51 = 1000 m od
miejsca wystrzalu? Oporu powietrza nie uwzgledniamy. Rozwigza¢ zadanie w oparciu
o:

a) zasad¢ zachowania pedu, ktéra jest spelniona przy zalozemiu, ze czas trwania
rozrywu jest rowny zeru,

b) analize¢ ruchu $rodka masy pocisku.

A

Y -

Do chwili wybuchu pocisk porusza si¢ jak ciato wyrzucone ukosnie pod pewnym katem .z
predkoscia poczatkowa vq. Stad odlegloé¢ do miejsca rozerwania si¢ pocisku bgdacego
najwyzszym punktem toru s jest polowa zasiggu rzutu ukosnego:
s = %Osina CoS Q.

Z kolei znamy tez maksymalna wysoko$¢ na jaka wzniesie sig wyrzucone cialo:
Vo sinZa

2g
Z tych dwoch zaleznoéci otrzymujemy, ze predkosé jeszcze catego pocisku w najwyzszym

punkcie toru wynost:
V] =vgeosa =S| [%
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Zajmijmy si¢ teraz kawalkiem pocisku, ktory po rozerwaniu spadl pionowo na dét z
wysokosci 4. Oczywiscie musimy uwzgledni¢ to, ze ten kawatek pocisku bedzie miat pewna
predkos¢ poczatkowa - u;.
Predko$é ta mozemy wyznaczy¢, gdyz podany jest w zadaniu czas spadania odtamka
1; = 1's. Odlamek bedzie spada¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym, a wigc:

2

g1
h=u1‘[1+Tl

i stad
2h—g‘r%
uy = 211 .

Aby opisa¢ ruch drugiego odlamka skorzystajmy z zasady zachowania pedu w sytuacji
przedstawionej na ponizszym rysunku:

_)
A\ l_m /
n @—> 2 U2

1

. m X
przed rozerwaniem 2 T_) po rozerwaniu
uj

Wektorowy zapis zasady zachowania pedu bedzie

. -
nastgpujacy: 2v
1, 1._—
mvlzzmu1+5mu2, N

co po uproszczeniu daje zalezno$é: U $

e I I ¢ u

2vi=u+ Uy, 2
ktéra ilustruje rysunek:

Rozkiadajac wektor e 5 na skladowa poziomg 1 pionowa,
otrzymujemy:

uzy =Uy, Uy = 2V1.
Znajomo$¢ gy, pozwoli nam wyznaczy¢ moment upadku drugiego odtamka na ziemig, gdyz
wspdtrzedna y, tego odtamka wyraza sig rbwnaniem:

vy = h+u2yt+g1—,
gdzie T jest czasem mierzonym od chwili wybuchu. Odtamek spadnie po jakims czasie 1 5,
gdy y» = 0. Otrzymujemy wigc nastepujace roOwnanie kwadratowe, ktére pozwoli wyznaczy¢
L

- g2
0—h+u7_y12+—2—,

T2=(u1 +‘/u%+2gh).

Powyzszy wzor po wprowadzeniu zaleznosci dla 4 prowadzi do zaleznosci:
2h
2% gy
Trzeba jeszcze policzyé droge jaka przebyt rozwazany odtamek w kierunku poziomym.
Wykorzystamy teraz otrzymana z zasady zachowania pedu relacjg
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Ugy = 2V1 .
S9 =81 =UpyeTy = 2V T2.
Wprowadzmy do powyzszego wzoru zaleznosci okreSlajace vjoraz 11 po prostych
przeksztatceniach otrzymamy:

s2=s1(1+% %) =5000m.

Powyzsze zadanie mozna takze rozwiazaé¢ z wykorzystaniem rownan ruchu srodka masy:
najpierw pocisku, a potem ukdadu ztozonego z dwoch odtamkéw. Ten srodek masy bedzie
si¢ przez caly czas poruszaé tak, jakby poruszal si¢ caly pocisk bez rozerwania.
Przypomnijmy sobie pierwsze kroki poczynione poprzednio przy rozwiazywaniu zadania,
lecz zamiast stosowaé zasade zachowania pedu wyprowadzmy réwnania ruchu $rodka masy
po rozerwaniu. Jesli wspolrzedne poszczegdlnych odtamkéw oznaczymy przez (x,y ) oraz
(x2,¥2), to wspélrzedne srodka masy wyniosa:

1 1
2™t
Xg = i =5(x1 +x3)
1 1
E’W1+E'W2 1
Yo="—m —=3011)2)
Ruch sérodka masy bgda opisywac nastgpujace réwnania:
Xg =81+Vv11T
2
=y &
yO - h FI

tak wigc otrzymamy nastgpujacy uklad rownan:

%(xl +Xx3)=81+v1T

2

1 Pl

1 +y2)=h-%5
Uwzglednijmy teraz posiadane przez nas informacje. Odtamek pierwszy spada pionowo w

2
dot, a wiec x| =syoraz y)=h—-u;t- gT—i—, gdzie ujjest wyliczona juz wczesniej
predkosceia z jakg rozpoczyna spadaé pierwszy odtamek. Zalozmy teraz, ze w chwili t =1,
spada drugi odtamek, czyli y, = 0. Interesuje nas warto$¢ x, w tym momencie czasu, gdyz
bedzie to wlasnie szukana w zadaniu warto$¢ s,. Po uwzglednieniu podanych informacji
uktad rownan ma nastgpujaca postac:
Sp=81+ 2v 1T2

0=h+uty -2,
Z powyzszego ukladu réwnan wyznaczamy warto$¢ s, poprzez eliminacje zmiennej T;.
Otrzymamy rezultat identyczny, jak w przypadku rozwiazania zadania z wykorzystaniem
zasady zachowania pedu, czyli:

59 =s1(1 +%g) = 5000m.
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56. Dwie kule zderzajg si¢, po czym poruszaja si¢ wzdluz jednej prostej. Jedna z kul
przed zderzeniem byla w spoczynku, a druga poruszala si¢ z predkoscig vj. Kula
poruszajaca si¢ ma mase¢ trzykrotnie mniejsza od kuli spoczywajgcej. Wyznacz:

a) predkosci kul po zderzeniu idealnie sprezystym,

b) predkosci kul po zderzeniun idealnie niesprezystym,

c) ubytek energii podczas zderzenia idealnie niesprezystego.

a) Zaldzmy, ze po zderzeniu kule bgda poruszac si¢ w przeciwnych kierunkach.

= —-> - \ —>
Vo vi=0 Uq uq
. > @ e L 2 »
mg my mg M
przed zderzeniem po zderzeniu

Napiszmy dla naszego ukladu dwoéch kul rownanie wyrazajace zasadg zachowania pedu
uktadu:
- - -
movo=mgouogtmyuj.
Wszystkie wektory leza na jednej prostej, a wiec przejécie do postaci skalarnej rownania jest
proste. Skorzystajmy jeszcze z warunku m; = 3mg oraz z zalozenia, ze po zderzeniu kule
beda poruszaé si¢ w przeciwnych kierunkach. Otrzymamy nastepujace rownanie:
Vo = 3u1 = Ugp-
Zderzenie jest doskonale sprezyste, a wigc obowiazuje réwniez zasada zachowania energii
kinetycznej:
IﬂoV% lﬂoll% mlu%
2 2 2
o po uproszczeniu prowadzi do zaleznosei:
v% = u% + Bu%.
Wyznaczamy ug z rOwnania wynikajacego z zasady zachowania pedu:
Ug = 3u1-V0
podnosimy otrzymane roéwnanie obustronnie do kwadratu i podstawiamy do réwnania
wynikajacego z zasady zachowania energii otrzymujac rownanie, z ktdrego wyznaczymy
Up.

pl
0= 12ui—6u1v0,

czyli
A%
ul = 70
Drugie poprawne matematycznie rozwiazanie, | = 0, nie odpowiada rozwazanej sytuacji

fizycznej. Z kolei znajdujemy wartosé ug :

l\)[é

ug =

b) Zderzenie idealnie niesprgzyste doprowadzi do zlepienia kul.
W tym przypadku zasada zachowania pedu ukladu kul doprowadzi do réwnania, ktére od
razu zapiszemy w postaci skalame;:
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- - N
Vo v 52 0 )
. > Py >
my m mo +m;y
przed zderzeniem po zderzeniu

mqvg = (Mg +my)ug.
Powyzsze rownanie po skorzystaniu z zaleznosci m = 3mq daje bezposrednio predkosé kul
po zderzeniu:
.Y
ug = 4
. . . . . L. mové
c) Catkowita energia kinetyczna kul przed zderzeniem wynosi oczywiscie £ = > Po

zderzeniu 1dealnie niesprezystym catkowita energia kinetyczna zmieni sig, gdyz jej czesé
zostanie zuzytkowana na wykonanie pracy potrzebnej do zlepienia kul. Jej wartosé
wyniesie:
u% movg Ey
E1=(m0+m1)7= s — 4
Stad ubytek energii kinetycznej podczas zderzenia wyniesie:
AE =Ey - E = 3E.

57. Czastka o masie m| i predkoséci v| zderza si¢ doskonale sprezyscie z inng czgstkg o
masie my = 3m;, znajdujzcy si¢ w spoczynku (v; = 0). Po zderzeniu czgstka o masie my
porusza si¢ pod katem 0, = 45° wzgledem pierwotnego kierunku czastki o masie my.
Znajdz kat odchylenia 6, masy m oraz konicowe predkosci czastek u; i u,.

%
- - ¥1
v V=0 m
.—.]_>_+ 1 6]
mi
m2 m?_ 62
Pt
przed zderzeniem Do zderzeniu 2

Korzystamy z zasady zachowania pedu dla uktadu dwoch zderzajacych sie czastek
poréwnujac ped catkowity przed zderzeniem z pedem catkowitym uktadu po zderzeniu kul:
ml_v)l = mz_l;)z +m)_1—l>1,

czy tez po skorzystaniu z zaleznosci my =3mji obustronnym podzieleniu powyzszego
rownania przez m :

-> o -

V)= u]+3uzA
W celu wykonania dalszych obliczen nalezy powyzsze réwnanie wektorowe rozpisaé¢ na
rownania dla wspdlrzednych wektoréw. Niech kierunkami osi naszego ukladu
wspolrzednych beda: kierunek ruchu masy mj przed zderzeniem oraz kierunek do niego
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prostopadly. Réwnania dla wspolrzednych wektoréw wyznaczonych dla tych kierunkow
majg postaé:
V] =u1c0s071 +3uyc050,
0=wusin6) —3uysinf,
2
po skorzystaniu z tego, ze 6, =451 co za tym idzie sinfy =cos@, = g otrzymamy
nastepujaca postaé uktadu réwnan:

3/2
V] =ujcosd +—‘/_u2

'E|m
)

0=uysinB, —3Tu2
Wiemy, 2e zderzenie bylo zderzeniem sprezystym, a wiec obowigzuje rowniez w tym
przypadku zasada zachowania energii kinetycznej:

m 1 V% ml ll% ))121{%

2 2 2
lub po skorzystaniu z relacji pomigdzy masami czastek i uproszczeniu:
vy =uy +3u; “

Otrzymujemy wigc ukiad 3 réwnan z 3 niewiadomymi - u1, 5 oraz 6 :

3J2
V] =ujcosf +T'/'—u2

. 342
O:u131n9] -

7 4

v% = u% + Bu%

Powyiszy ukiad réwnan rozwiazujemy wyznaczajac z dwoch pierwszych réwnan
odpowiednio cos8; oraz sin;, nastepnie podnosimy ofrzymane réwnania stronami do
kwadratu i dodajemy je stronami tak, aby méc skorzysta¢ z "jedynki trygonometrycznej". Po
tych przeksztalceniach otrzymamy 2 réwnania z dwiema niewiadomymi, z ktorych
wyznaczymy wartosci u oraz u :

u1=%\/Wv1, 112=%\/2—V1,
a nastgpnie mozna juz znalez¢ kat 67 powracajac do dowolnego z réwnan, w ktorych ten kat
wystepuje: sinf; = 0.949
czyli 61 =71.6"

58. Pokaza¢, ze w przypadku sprezystego zderzenia niecentralnego dwéch kul o
jednakowych masach, z ktérych jedna spoczywala, kat jaki utworzy kule po zderzeniu
wynosi 90°.

- o o . - it
Oznaczmy przez v predko$c kuli poruszajacej si¢ przed zderzeniem, przez v 1 predkosé
tej kuli po zderzeniu, a przez v , predkoé¢ drugiej kuli po zderzeniu.

Z zasady zachowania pedu wynika, ze ped uktadu dwoéch kul przed zderzeniem ? =mv
Jjest rowny pedowi uktadu po zderzeniu
_)

- - -
P1tpPy=mvi+mv,
Zatem
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czyli
~ - -
V.=Vt Vs
- . - . >
Wektor v rozkiada si¢ na wektory v |1 Vo (rys.).
Zgodnie z twierdzeniem cosinuséw dla dtugosci tych
wektoréw mozna napisa¢ réwnosé

-
2 \Y%

_ 2 2 .5
V= V] +V2+_V1VZCOSQ.

W zderzeniu sprezystym zachowana jest rowniez energia kinetyczna ukladu dwoch kul.

. o 2
Przed zderzeniem energia kinetyczna £y =2

5
_\;)1 natomiast po zderzeniu catkowita energia kinetyczna
wyraza sig¢ zaleznoscig:

—) I71V% "NV%

v Ekl+Ek2=T+T.
m Zatem s s
2 mvy o omvy
2 -2 T2
czyli

m v= Jvz +v2
2 o oy .
A% Poréwnujac ostatnig zaleznos¢ z tq wynikajacg z

zasady zachowania pedu mamy, Ze
2vyvicosa =0,

({4

czylhi
cosa =0,
ktére to rOwnanie jest spelnione w naszym zadaniu dla o = 90", (rys.)

SRODEK MASY

59. Na koicu nieruchomej lodki, znajdujjcej si¢ w wodzie, stoi czlowiek. Na jaka
odleglos¢ przesunie si¢ lodka, jezeli czlowiek przejdzie na jej drugi koniec? Cigzar
czlowieka wynosi G, ci¢zar lodki P, a jej dlugosé L Opoér wody przy ruchu lédki
pomijamy.

Wprowadzmy kartezjanski uktad wspotrzednych, w taki sposob, aby ruch czlowieka i todki
odbywal si¢ wzdtuz osi OX. Zatoézmy, ze w chwili /=0 czlowiek znajdowat si¢ w poczatku
tego uktadu.
Znajdzmy teraz potozenie srodka masy ukladu czlowiek + todka na osi OX. Zgodnie z
definicjg mamy
. Lo+Lls _ Pls
G P G+P’

ete
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I =

We wzorze tym g jest masa czlowieka, gmasq todki, a przez /5 oznaczylismy polozenie
$rodka masy lodzi na osi OX. Jezeli zaniedbamy opér wody przy ruchu 1odki, to $rodek
masy przy przejsciu cztowieka na jej drugi koniec nie zmieni swego polozenia, gdyz uklad
czowiek + 1o6dka jest wtedy ukladem izolowanym, na ktéry nie dziala zadna sila
zewnetrzna. Wobec, tego jezeli czlowiek przemiescit si¢ w jedna strone, to todka musiata sie
przemiesci¢ w drugg strong na odleglosé a, tak ze g)olozeme $rodka masy uktadu

G(I—a) G(-a)+P(s—a)
T G+P
Jest takie samo jak poprzednio.
a
} >
\ 0 / X
Is

Poréwnujac prawe strony powyzszych rownan otrzymujemy:
Pls =(I-a)G + (Is —a)P,
a stad:

=9

60. Trzy ciala o masach m =d4kg, m, =8kg oraz m; =4kg umieszczono na plaszczyinie
XOY. W chwili =0 ciala te sq w spoczynku, a ich polozenie wynosi odpowiednio :
—>

(2 2)}m, (4 1)m oraz (-3, O)m Na kaide z tych cial dziala sila: F | =-F; x Fi1=16N;

F7 =F, y, Fy=16N; F3 =Fs 3, F3 =8N. Znalei¢ polozenie §rodka masy w chwili
=2s.

Polozenie cial w chwili ¢ = 01 sity dzialajace na te ciala pokazuje w uktadzie wspétrzednych
XOY rysunek zamieszczony nizej.

Znajdzmy najpierw wektor potozenia srodka masy ukladu cial w chwili ¢ = 0. Zgodnie z
definicja;

- —> m _r) +m —r? +m _r)
_ 1 o1 Yoty T o3
Fos= ros(t=0)= m s
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_)

Fl YA
«— - 2

m ?7
-1 mao

-

m3éFg ] | | | I | >
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 X

. - 5> > . .. . o
gdzie:  Foy, ¥ o2, ! o3 0znaczaja wektory polozemia ciat w chwili =0, a

m=mj+my+myjest masa ukladu trzech cial. Po podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy:

- 3

¥os = 7 1}m.

Jezeli w chwili poczatkowej ciata byly w spoczynku, to rowniez srodek masy byl w
spoczynku. Ruch $rodka masy dla czasu 20, odbywa si¢ pod wplywem sity 77) ktora jest
suma, sil dmalajqcych na wszystkle ciata uktadu.

7= F1 + F2+ F3 = (F3 - F1) X +Fy = (F3 - F|,Fy) = (-8,16)N.
Pod wplywem sily ? $rodek masy uzysk_u)Jc przyspieszenie ?S zgodnie ze wzorem

_)
F=mag,
ktory jest réownaniem ruchu srodka masy danego ukfadu cial. Stad przyspieszenie $rodka

masy wynosi
2 F 1 m
as =5 (_5’ 1) 2

Predko$é srodka masy w chwili czasu 1 wynosi
_)

__)
Vs=[asdt= (—%t,t)% + Cy,
AY gdzie Cjest stala (wektorowg) catkowania, ktorg
- wyznaczamy z warunku, ze w chwili =0 predkos¢
F -3 $rodka masy wynosi zero.
._)
Vs(t=0)=(0,0)= C .
N Polozenie $rodka masy uktadu dane jest przez wektor
B }) wodzacy s’rodka masy
7 _j v gdt = (—ltz, 2t2) +Co,

1 _,} gdzie statg C 2, podobnie jak poprzednio, wyznaczamy z

warunku poczatkowego:

—>
_r)_\-(t =0)= —r)os = (%, 1)m= C2.

2 _(3_1p 12)
rs—(4 4t,1+21 m

Os

1
—
(e
P

D

Potozenie §rodka masy w chwili /=2s wynosi:
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Ps(t=25)= (—%,3)m.

61. Znalez¢ Srodek masy pélokregu o promieniu a.

Dla danego ciata wspdtrzedne jego srodka masy wyznaczamy obliczajac nastepujace catki:

1 1
xXg = A—;,Aj/lxdm, yo= A—/Iﬂj;ydm

1
oraz  zg=+ [ zdm,
M
M

gdzie M oznacza masg ciala, natomiast dm jest masg nieskonczenie matego elementu ciata

Y A
d/

-

do
0 X

majacego wspolrzedne (x, y, z).

W przypadku pdtokregu (zakladamy, ze
grubos¢ tuku jest zaniedbywalnie mata
w poréwnaniu z jego promieniem)
element masy dm mozna zapisac
nastepujaco:

dm =pS d,

gdzie pjest gestoscia materialu, z
ktérego wykonano polokrag, S polem
jego przekroju poprzecznego, a dl
elementem dlugosci tuku potokregu,
ktory moze by¢ przedstawiony jako

tloczyn adg - a jest promieniem, zas do elementarnym katem przedstawionym za pomoca
miary tukowej. Rozwazany element masy ma wspotrzedne:

X=acosQ, y=asng.
Wspélrzednej xq srodka masy nie trzeba w tym przypadku liczy¢, gdyz z symetrii ciala
wynika, ze jego Srodek masy musi leze¢ na osi OY. Nalezy jedynie wyliczy¢ jego

wspdlrzgdna yg.

n
Yo = A%[Af/lydmz Al/l(j;asincp pSade = A%,Zasz.

I wprowadzajac wzor na masg catkowita, M = napS, otrzymamy:

Yo = za.

62. Wyznaczy¢ polozenie Srodka masy stozka prostego o wysokosci /.

Srodek masy bryty sztywnej ma nastepujace wspdirzedne
1 ) 1
X5 = m’Lxdm, ys = m’!"ydm, zg = fzdm.

Rysunek nizej przedstawia przecigcie stozka wzdtuz jego osi.

Jak wida¢ ze wzgledu na symetrie $rodek masy lezy na osi OX. Tak wiec ys =z5 = 0.
Dzielimy stozek na bardzo cienkie plasterki i rozpatrujemy dowolny plasterek o promieniu b
i grubosci dx odlegly od wierzchotka o x. Obliczmy mase dm takiego plasterka. Jak wida¢ z

rys. mamy zaleznosc¢

sYs

X
W
skad
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b=%=

e
A Jeshi zatozymy, ze gestos¢ materiatu, z ktorego
Y dx wykonano stozek wynosi p, to dm = pdV, gdzie

b a dV = nb? dx jest objetoscia plastevrka Zatem

dm =nb2pdx = n(—f—)~pdx.

>< \ 4

; Catkowita masa stozka m to wartos¢ catki
’ = [dm.

2 "]

Obliczmy zatem xs

h h
npj'x(%) 7'd:c [x3dx
0 _0

=—= =x| =

Xs
1
3%

ST T
np_[(%) 2dx szdx
0 0

63. Znalez¢ Srodek masy jednorodnej kuli o promieniu r; =50 cm, w ktorej wnetrzu
znajduje si¢ kuliste wydrazenie o promieniu 7, =10 cm, przy czym S$rodek kuli
mniejszej oddalony jest 0 a=Scm od $rodka kuli wiekszej.

Pelna kula o promieniu ry skfada si¢ z malej kuli o promieniu r, i masie m oraz z duzej
kuli o promieniu 7} z wydrazeniem (masa m ). Dla pelnej kuli srodek masy ma w ukladzie
wspotrzednych podanych na rys. wspdlrzedne

_ x1m]+x2m2

xs =0 my+my ys =0, z5s =0,
przy czym x| oznacza tu wspolrzedng srodka masy AY
kuli z wydrazeniem, natomiast x, oznacza
wspotrzedna srodka masy matej kuli, ktérg potem r1

usuwamy tworzac wydrazenie.
Jak wida¢ z rys. xo = —d. Z pierwszego réwnania

X9 x]
mamy zatem 7 = - >
xlml—dm2=0, J d/ X
czylt

Obliczmy masg m,. Niech gesto$¢ materiatu kuli
wynosi p. Zatem
my =Vop= %nr%p.
Masa m| natomiast jest rowna roznicy masy catej pelnej kuli 1 wydrazenia:
my = dnrio—dnrdp=tmp(r] - 13).
Zatem wspblrzedna x| srodka masy wynosi ,
ryd

3_3°
n-r

X1 =

4
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Przy takim doborze uktadu wspélrzednych jak na rysunku $rodek masy lezy na osi OX wiec
pozostate jego wspotrzedne, yy 1 2], musza by¢ rowne zeru.

MOMENT BEZWLADNOSCI

64. Obliczy¢ moment bezwladnosci jednorodnmego preta o dlugosci L i masie m
wzgledem osi prostopadlej do preta i przechodzacej przez:

a) Srodek preta,

b) keniec preta.

Moment bezwladnosci bryly sztywnej wzgledem zadanej osi obrotu wyznaczamy liczac
nastepujacg catke:

I={r2dm,

m

gdzie r jest odlegloscia elementu masy dm od osi obrotu. Dla jednorodnego preta element
masy dm = pSdx, gdzie p jest ggstoscia preta, S polem jego przekroju poprzecznego.
a) Rysunek ponizej ilustruje przypadek, gdy chcemy policzy¢ moment bezwladnosei preta
wzgledem osi przechodzacej przez jego $rodek.

Pamigtajac, Ze w tym przypadu odleglos¢ elementu masy od osi obrotu wynosi x, zapiszmy
nastgpujaco szukany moment bezwtadnosci:

L2

Ip= | xZpSdx= %L%S.

-Ln2
Ale wiemy, ze catkowita masa prgta m = pSL i stad powyzsza zalezno$¢ zapiszemy w
nastgpujacej koncowej postaci:

Io=75mL?.

b) Wyznaczenie momentu bezwladnosci preta wzgledem osi do niego prostopadiej i
przechodzacej przez jego koniec wymaga policzenia takiej samej catki, jak w przypadu a),
Jjedynie w innych granicach bgdzie si¢ teraz zmieniaé¢ wspotrzedna x.

L
Ip=[x2pSdx = L3pS = imL2.
0

65. Jaki jest moment bezwladnosci trojkata o podstawie a i wysokosci / oraz gestosci
powierzchniowej ¢
a) wzgledem podstawy jako osi
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b) wzgledem osi przechodzacej przez wierzcholek A réwnolegle do podstawy a.

a) Dzielimy trojkat (rys.) na bardzo waskie paski 1 rozpatrujemy dowolny pasek o dtugosci b
i grubosci dx odlegly od podstawy trojkata o x. Jego masa dm wynosi dm = o dS = chdx.
Z rysunku wida¢, ze

b _ h-
h bt
skad
X b=a hh;x
h-x Zatem
a
b dm=oca %5
Moment bezwladnosci trojkata to catka
dx I=[x%dm.
m
Podstawiajac dm otrzymujemy
\A
os
I= caf Ex2dx = caj(x'—-i)dx: ca(lx3—ﬁ) ’ =Loand
h 3 4h 0 12

b) Postgpujemy 1dentyczme jak w przypadku a), przy czym teraz odleglos¢ cienkiego
dowolnego paska od osi obrotu wynosi x.
Z rysunku widac, ze

b_«x
< h a~
skad
=ag*
b=a e
al bf x Masa paska zatem wynosi

dm=cbdx=2 xdx
a moment bezwladnosm trmkqta
h
I={x? M—ﬂfx3dx— oa 4 O=lcah3.

\A m 4
os

dx

66. Wyznaczy¢ moment bezwladnosci jednorodnego stozka o wysokoSci 4, promieniu

podstawy r i masie m wzgledem prostej stycznej do podstawy i réwnoleglej do osi
symetrii obrotowej stozka.

Moment bezwladnosci bryty sztywnej wzgledem zadanej osi obrotu wyznaczamy liczac
nastgpujacy catke: .

[=[rtdm,
m
gdzie r jest odlegloécia elementu masy dmod osi obrotu. Jesli bryla sztywna jest
jednorodna, to wtenczas element masy dm=pdxdydz, gdzie pjest gestoscia bryly a

dx dydz elementem jej objgtosci wyrazonym we wspolrzednych kartezjanskich. Moment
bezwtadnosci jest wtenczas catka trojkrotna;
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X3 V2 5
I=] [ [rPpdxdydz
X1 Y1 5y

Jesli wprowadzimy wspélrzedne cylindryczne, ktére sa wygodniejsze przy liczeniu
momentu bezwladnosci stozka, to musimy element masy zapisa¢  nastepujaco
dm = prdrde dz, co doprowadzi do wzoru:

r2 92 3
I=] [ [rpdrdedz
1 ¢1 %y

badz stosujac inng konwencje zapisu catki wielokrotne;j:
2 1l 9in
I=[dz [ dr [ depr3
i@ gG@n
W powyzszym wzorze zostaly juz zapisane explicite granice catkowania dla poszczegolnych
zmiennych. Zadang bryle wprowadzamy do powyzszego wzoru poprzez odpowiednie
zdefiniowanie granic catkowania po kazdej ze wspolrzednych. Wykonajmy odpowiedni
rysunek, aby znalezé te granice dla stozka. Zalézmy, ze liczymy najpierw moment
bezwladnosci /g stozka wzgledem jego osi symetrii, potem zastosujemy twierdzenie Steinera
1 znajdziemy szukany w zadaniu moment bezwtadnosci.
Wspotrzedna punktu z to po prostu wspotrzedna

A na osi obrotu OZ. Wspélrzedna r bedzie
odlegioscia punktu stozka od osi obrotu,
H) natomiast kat ¢jest katem pomiedzy

plaszczyzng rysunku, a plaszczyzna
przechodzaca przez os obrotu i zadany punkt.
¥ P Tak wigc widzimy, ze ¢ bedzie sie zmienia¢ od
0 do 2n(o taki kat nalezy obrocié
przedstawiony na rysunku przekrdj stozka, aby
zakresli¢ caly stozek). Wykonajmy od razu
calkowanie po ¢, gdyz jest to trywialne w
sytuacji, gdy wyrazenie podcatkowe nie zalezy
0 R odeg:

23 ro(z)
Io=fdz [ dr2mpr?
1 @)
Teraz bgdzie nam potrzebny zwiazek pomiedzy r i z dla punktow lezacych na tworzacej
stozka:
r _R
H-z  H
Powyzszy zwiazek umozliwi wyznaczenie granicy catkowania r(z), gdyz r1(2) = 0. Widac,
ze: .
_ R
ra@) =& -2),
a wigc mozna juz dokona¢ catkowania po r w zdefiniowanych granicach, co prowadzi do
rezultatu:
22 4
Ip= dz%np(%) (H-2)*
z 1 =
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Granice catkowania dla z, to z; =0izy =H, co wida¢ fatwo z rysunku. Po ostatnim
catkowaniu otrzymujemy nastepujaca zaleznos¢ okreslajaca moment bezwladnosci stozka
wzglgdem jego osi symetrii:
Ig= Tlan pRAH?
Skorzystajmy jeszcze ze wzoru na mase jednorodnego stozka o gestosci p i objetosci V:
M= Vp=%7tR2Hp.
Ostatecznie wigc szukany moment bezwladnosci wynosi:
3y p2
Ig = 7gMR

1 zastosowanie twierdzenia Steinera pozwoli wyznaczy¢ moment bezwladnosci wzgledem
osi stycznej do podstawy stozka i rownoleglej do jego osi symetrii:

I=1Io+MR? = 2-MR? + MR? = ZMR?.

67. Wyznaczy¢ moment bezwladno$ci jednorodnej kuli o promieniu R oraz masie M
wzgledem osi przechodzacej przez jej Srodek.

Wyznaczajac moment bezwladno$ci kuli wprowadzmy wspoélrzedne cylindryczne
pamigtajac, Ze element masy, ktory we wspdlrzgdnych kartezjanskich dla jednorodnej bryty
wynosi dm=pdxdydz, we wspélrzednych cylindrycznych wyraza si¢ nastepujaca
zaleznoscia:  dm =prdrdedz. Tak wigc ogolny wzér na moment bezwladnosci, gdy
uzywamy wspotrzednych cylindrycznych ma postaé:
3 =) @)
I={dz [ dr [ depr’
1o G
Zadang bryle wprowadzamy do powyzszego wzoru poprzez odpowiednie zdefiniowanie
granic catkowania po kazdej ze wspolrzednych. Wykonajmy odpowiedni rysunek, aby
znalez¢ te granice dla kuli.
Na rysunku ponizej umieszczono wlasciwie
przekrdj osiowy pétkuli. Aby otrzymal kule
nalezy obrécié ten przekrdj prostopadle do
plaszczyzny rysunku o kat 2n, czyli widzimy,
P(r,z,p = 0) ze wspdlrzedna ¢ bedzie zmieniaé sig od 0 do
7| 2n.Z koler granice catkowania dla r
(wspolrzedna ta jest odlegloscia punktu kuli
R od osi obrotu OZ) sa powiazane ze
o wspdlrzedna z punktu lezacego na sferze kuli w
nastgpujacy sposob:

ri(2) =0, ry(2) = JR2 -z2

Wspétrzedna z w oczywisty sposob zmienia sie
od -R do R. Zapiszmy wiec teraz catke
okreslajaca moment bezwladnosci kuli:

—R [ R2—22 2

R
I=[dz | dr [depr.
-R 0 0

A7
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Wykonujemy w sposéb trywialny catkowanie po ¢, gdyz wyrazenie podcatkowe jest od tej
zmiennej niezalezne:
R (R
I={dz [ dr2apr.
-R 0
Z kolei calkujemy po r pamigtajac, ze wyrazenie podcatkowe to 2np 3, czyli:

= _If;dz %71:p(R2 ~22) 2.

I pozostalo jeszcze troche bardziej skomplikowane catkowanie po z, ktorego wykonanie daje
nastgpujacy rezultat:
/= %n pR5 .

Pozostaje jeszcze uwzgledni¢ wzér okreslajacy masg kuli M posiadajacej gestosé pi
promien R: M = pg-nR:‘. Wykorzystujac t¢ zaleznos¢ znajdujemy ostateczna postaé wzoru
okresiajacego moment bezwtadnosci kuli wzgledem jej osi symetrii:

I1=2MR?

=5 )

68. Znalez¢ momenty bezwladnosci dla prostopadio$ciann o bokach a, b i ¢ wzgledem
osi przechodzgcych przez Srodki przeciwleglych §cian.

Wybieramy uklad wspotrzednych tak, by jego $rodek O lezal w srodku prostopadioscianu, a
osie OX, OY i OZ przechodzily przez srodki $cian (rys.).
Wyznaczmy moment bezwiadnosci

prostopadio$cianu wzgledem osi O.X. a
Wewnatrz prostopadioscianu wybieramy
maly prostopadtodcian o bokach dx, dy, c

dz. Jego objetos¢ wynosi dV=dxdydz, a 0 Ldz dx
masa dm = pdV, gdzie p jest gestoscia 7 .
prostopadioscianu. Jest on odlegly od osi / dy )

P

OX o r, ktore wynosi b
r=y y2+22 .
Aby policzy¢ moment bezwladnosci / a
prostopadioscianu  wzgledem osi OX VA
nalezy skorzystac z definicji
I=[r2dm.
m

Podstawiajac r i dm otrzymujemy catke
c b

ol

3 a
2 2
1=p [ 1 ] (?+) ety
_£ _a
2 -7 72
Granice catkowania wynikaja oczywiscie z obranego ukiadu wspélrzednych i dhugosci $cian
prostopadioscianu.
Catkujemy najpierw po zmiennej x. Otrzymujemy
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¢t
(y2+22)x1*2 dydz=pa ??b(yhzz)dydz
2

Dokonujemy teraz catkowania po y. Mamy
(4 [«
2 1 5 Z 1
I=pa | (—y3 +z7'y) ‘ 24r= pa | (—b3 +zzb) dz.
L \3 L \12
c 2 -<

Pozostato catkowanie po z. Otrzymujemy

I=pa ( b3z+z3b)

C
_ (1,3 Lz)_L (2 2)
pa( 2b z+5¢ b= 12pabc b*+cc ).

3

Poniewaz objeto$¢ prostopadioscianu wynosi V=abc, a jego masa m = p V zatem moment
bezwiadnosci wzgledem osi OX wynosi

I= (bz + cz)
Analogicznie obliczamy momenty bezwladnoscx wzgledem 0s1 OY1 O Z.
Odleglos¢ matego prostopadioscianu od osi OY wynosi

M= Jx? +22
aod osi OZ :
W= 24 32
Momenty bezwladnosci zatem wzgledem tych osi obliczymy z catek odpowiednio
b
332
U=p[ | ] (x +z )dxdydz
e b a
275 2

oraz

¢ b oa
” 222
Mep] 11 (2e?)aaree
¢ p_a
27372
Po analogicznych obliczeniach otrzymujemy

Y= M a2+c2)

oraz
in_ 4 (2 2)
I =13m @ +b% .

69. Kwadrat o boku 2a, lezacy w plaszczyznie z=0 ma w swych rogach ulozone masy
my1m, (patrz rysunek).

a) Obliczy¢ skladowe tensora bezwladnosci wzgledem osi X, Y,Z.

b) Sprowadzi¢ ten tensor na osie glowne.

W ogélnym przypadku moment bezwladnosci uktadu N punktow materialnych, o masach

m; 1 wspotrzednych (x;,¥;,z;), gdzie i = 1,2,...,N, jest symetrycznym tensorem drugiego
stopnia, ktorego skladowe maja postac:
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N N
Iy = ,21 ’711()/12 +212), ]X,V:_-Zl miXy m Y* a_.my
= i=
N 2 2 N l
Iy = _Z m,(xi +Z:)’ 1,(2:—: m;x;z; . >
i=1 i=1 -a 7 a x
N 2 9 N
Tz = 2 m\x; +y7 ), lyz:==% m;yz;
o =L o L =1 my |-a mi
1 mozna je zapisa¢ w postaci macierzy:
Tx 1xy Ixz
I=| Iy Ly Iyz
1xz ]yz 122

Sumowanie we wzorach na skladowe tensora bezwladnosci przebiega po wszystkich N
punktach ukladu. W naszym przypadku N = 4, a odpowiednie skladowe tensora wynosza:

Txx =1yy = 202(m1 +I712), Iz = 21)0(, Ix_v = 202(1711 —1’112), Ixz :Iyz =0.
Jezeli dla uproszczenia zapisu wprowadzimy nastepujace oznaczenia:
A= 2az(n1] +my), B= Zaz(m] —my),

to nasz tensor bezwladnosci mozemy zapisac jako

~|4Bo
I=| B4 O
0024

Sprowadzi¢ tensor na osie glowne, oznacza znalezé taki nowy uklad wspodlrzgdnych w

ktérym tensor bezwladnosci ma tylko skladowe diagonalne. Naszym zadaniem jest

znalezienie tych skladowych, jak rowniez okreslenie polozenia osi nowego ukladu

wspolrzednych w starym ukladzie. Oznaczmy osie nowego ukiadu wspotrzednych jako 1, 2,

3, amomenty bezwladnosci wzgledem nich (skladowe diagonalne), jako 7y, /5, /3. Zaldézmy

teraz, ze nasz uklad obraca si¢ wzgledem ktorejs z osi glownych z pewng predkoscia katowa
.—)

=>. . ..
® 1napiszmy wyrazenie na moment pedu L .

- AB O Wx
L={BA0 {|oy],
0024 0z

gdzie ox, 0y, ©zs3 skladowymi momentu pedu w starym ukladzie wspétrzgdnych. Z
drugiej strony jezeli obrét ukladu zachodzi dookola ktorej$ z osi glownych, to kierunek
_)

wektora momentu p¢du jest taki sam jak wektora predkosei katowej i wynosi L =/, gdzie
I jest momentem bezwladnosci wzgledem tej osi. Jezeli teraz poréwnamy obydwa
-

wyrazeniana L, to otrzymujemy:

AB O Wy ®x
BA O oy =1 oy |,
0024 | o, Oz

lub
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A-1 B 0 Wx

B A-1 0 wy | =0

0 0 24-1 || o,
Otrzymane rownanie jest rownowazne ukladowi trzech réwnan jednorodnych z
niewiadomymi oy, @y, wz. Uklad ten ma niezerowe rozwiazania tylko wtedy, gdy
wyznacznik gléwny tego ukiadu réwny jest zeru tj.

A-1 B 0
detf B A-I 0 =0.
0 0 24-1

Otrzymujemy stad rownanie na / postaci:
@4-Dl(-n*-B*] =0,
dajace trzy rozwiazania:
I =4 +B=4a%m; 1,=4 —B=402n12; I3 =24 :4az(m1 +my).
Otrzymane rozwiazania sa wartosciami giéwnych momentéw bezwladnoéci naszego ukladu.
W zasadzie juz z ich postaci mozemy wywnioskowaé, ze uklad osi nowego ukladu
wspolrzednych jest jak na ponizszym rysunku.
W spos6b formalny kierunki osi glownych znajdujemy
rozwiazujac uklad réwnan na skladowe wektora
predkosci  katowej s skierowanej wzdhiz jednej z
trzech osi  gléwnych odpowiadajacej zadanemu
glownemu momentowi bezwladnosci J:
(A -Dax +Bwy =0
Box+{A~-Nwy=0
(24-Dwz=0.
Poniewaz jest to uklad rownan jednorodnych to tylko
dwa rownania sa liniowo niezalezne. Dla / = /| mamy:
—B(Dx + B(Dy =0
(A-B)w; =0,
a stad mamy oy = wyi ©z =0, co interpretujemy w ten sposéb ze oé 1 jest w plaszczyZnie
XY pod katem 45° w stosunku do osi Xi Y. Podobnie, gdy / =15, mamy oy =—0xi 0z =0,
(0$ 2 na rysunku), natomiast dla / = /3 uklad réwnan ma postac:
—Awx +Bwy =0

B(l)x —A(D_y =0
0 Wz = 0.
Dwa pierwsze rOwnania sa niesprzeczne jedynie, gdy
wx=wy=0,
. . . . - ..
natomiast w trzecim mamy zawsze tozsamos$¢. Stad wnioskujemy, ze wektor @ skierowany
wzdluz osi gléwnej 3 ma tylko skladowa z, czyli 0§ 3 pokrywa sig z ta osia.
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RUCH OBROTOWY BRYLY SZTYWNEJ

70. Do korica nici nawinigtej na beben o promieniu R=10cm przywigzano cigzar o masie
m=0.5kg. Znalez¢ moment bezwladnosci bebna, jezeli wiadomo, Ze cigzar opuszcza sig z
przyspieszeniem a=1m/s2.

Zapiszmy druga zasade dynamiki dla ruchu
postepowego odwaznika (1 rownanie) oraz dla
ruchu obrotowego bgbna (II réwnanie), jak i

zwigzek pomiedzy tymi ruchami (Il rownanie). R
ma=P-F —]

Ie = FR F

a=¢eR Y
W powyzszym ukladzie 3 rownan mamy 3 -

o5 Iy a

niewiadome F, goraz szukane /. Wartos¢ P A
zastapimy iloczynem mg gdzie g - przyspieszenie F

ziemskie. Wyznaczmy wiec /:

1=fR
F=P—-ma=mg-a)

g=4

R
_ m(g-a)R2 v
=

I
Co po podstawieniu odpowiednich wartosci
liczbowych prowadzi do rezultatu:
1=0.045 kgm?

71. Dwa odwainiki o masach m| =2 kg, m, =1 kg s3 polaczone nicig przerzucong przez
krazek. Promien krazka R=0.1 m, a jego masa m=1 kg. Obliczy¢:

a) przyspieszenie a z jakim poruszajg si¢ odwazniki,

b) naciggi F'| i F' nici, na ktérych sg zawieszone odwazniki.

Kraiek uwazaé za jednorodny, a tarcie pomingé.

Nalezy zapisa¢ druga zasade dynamiki dla ruchu postepowego z przyspieszeniem a dla
kazdego z odwaznikow. Trzeba przy tym uwzglednié to, ze jeden z odwaznikéw bedzie
opada¢, a drugi bedzie si¢ wznosi¢ oraz nalezy takze wziaé pod uwage ruch obrotowy walca
z przyspieszeniem katowym e. Zalozmy dla celéw rachunkowych, ze dodatni zwrot maja
wektory skierowane pionowo w dol. Zgodnie z oznaczeniami na rysunku:

mja=FP)-F;

—m;_a = P2 - F2

Ie = (Fl - Fz)R
Ni¢ nie $lizga sig po krazku i dlatego zachodzi zwiazek:

a=gR
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Potrzebny nam jeszcze bedzie wzor okreslajacy
moment bezwladnosci krazka wzgledem osi
obrotu pokrywajacej si¢ z osig symetrii krazka:
I=1mR?,
Oczywiscie cigzar kazdego z odwaznikow
mozna wyrazi¢ korzystajac z  wartosci
przyspieszenia ziemskiego g
Py=myg
Py =myg
a) Wyznaczamy przyspieszenie liniowe a
odwaznikow rozwigzujac ukiad trzech réwnan
liniowych powyzej zapisanych.
a(m, +m2)=P1 -Py _(Fl —Fz),
natomiast z trzeciego rownania ukladu:

Ie _ Ia
Fl—FZZ'E:ﬁ,

co po podstawieniu do poprzedniego réwnania
doprowadzi do koficowego rezultatu;

al mp +m2+Ri2 =Py-Py

ny—m
a= (1“21)8 =2.8m/s2.
my+m 2+Em
b) Obliczmy teraz sity naciagajace ni¢ F i F.
Fi=mi(g-a)=14N

przy czym skorzystaliSmy przy powyzszym obliczeniu z obliczonej w punkcie a) wartoct
przyspieszenia a.
Z kolei

F2 = mz(g+a) =12.6N

72. Z réwni pochylej o kacie nachylenia a staczajg si¢ bez poslizgu: kula i obrecz.
Predkosé poczatkowa kuli wynosi zero. Jaka predkosé poczgtkowa nalezy nadaé
obreczy aby kula i obrecz przebyly te samg odlegloé¢ w jednakowym czasie r? Moment
bezwladunosci kuli wzgledem osi przechodzgcej przez jej Srodek wynosi / = %mlez(.
Grubo$¢ obreczy jest duzo mniejsza od jej promienia.

Na rysunku nizej przedstawiono staczajace si¢ z réwni ciato, ktérym moze by¢ zarowno
kula, jak 1 obrecz. Na staczajace sig cialo dziata sila ciezkosci mg, gdzie m jest jego masa a g
wektorem przyspiesznia ziemskiego. Sifa ta Jest suma wszystkich sit dziatajacych na
poszcezegolne punkty ciala i mozna ja zastapi¢ jedna sila dzialajaca na $rodek masy. Sile te
wygodnie jest rozlozy¢ na dwie skladowe: skladowa réwna co do wartosci mgcosa

prostopadta do powierzchni réwni czyli sile nacisku i skdadowa styczng do powierzchni
rowni mgsino. Sita nacisku jest w calosci rownowazona silg reakcji rowni, a skladowa
styczna czesciowo sila tarcia o wartosci 7 i przeciwnym do nigj zwrocie. Wypadkowa
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wszystkich sit dziatajacych na cialo powoduje,
zgodnie z druga zasada dynamiki, ruch ciala z
przyspieszeniem a takim, ze
ma=mgsina—T.

Powyzsze rownanie opisuje ruch postepowy srodka
masy ciala. Z kolei ruch obrotowy wokdl osi
przechodzacej  przez  érodek  masy  jest
uwarunkowany wypadkowym momentem it
d_)zialajafg/ch na cialo. Zgodnie z definicja moment

M sity F rowny jest:

- 5 >

M=rxF,

gdzie 7 jest ramieniem sity. Warto$§¢ momentu
sity, zgodnie z definicja iloczynu wektorowego, wynosi
M =rFsino,

gdzie @ jest katem migdzy sita a ramieniem. W naszym przypadku sila cigzkosci (badz
tworzace jg sktadowe) jest przylozona w srodku masy ciata, dlatego jej moment jest réwny
zeru. Z kolei moment sity reakcji rowny jest zeru, gdyz co prawda punkt przytozenia sity
reakgji jest na obwodzie ciala, ale dziala ona wzdluz ramienia, czyli kat ¢ we wzorze na M
Jest réwny zeru. Jedyna sita dajaca niezerowy moment jest sifa tarcia. Warto$¢ momentu sity
T wynosi RT, gdzie R jest promieniem staczajacego si¢ ciata. Moment sity T powoduije ruch
obrotowy, z przyspieszeniem katowym e, zgodnie z druga zasada dynamiki ruchu
obrotowego. W naszym przypadku

TR=1I¢,
gdzie I jest momentem bezwiadnosci ciata tj. kuli lub obrcczy Moment bezwtadnosci kuli
dany _]est w zadaniu, a moment bezwladnosci obreczy o masie mo i promieniu R, wynosi
moRo (zakladajac, Ze obrecz jest cienka i wszystkie punkty masy obreczy znajdujg si¢ w tej
samej odlegtosci Ro od osi obrotu). Przepiszmy teraz rownania ruchu postgpowego i
obrotowego obu ciat zaktadajac, ze mogg one mie¢ dowolne masy (wielkosci dotyczace kuli
oznaczamy znaczkiem k a obreczy - o). Zaktadamy takze, ze ciala staczaja si¢ bez poslizgu,
a stad zwiazek ‘migdzy przyspieszeniem katowym € a przyspieszeniem $rodka masy @ ma

=4
postat & = .
Kula. Obrecz.
mkgsina—Tk=mkak, mogsino — To = Modo,
TkRk = —mkRk R > ToRo =Mo R2 ag

Rozwigzujac powyzsze uklady réwnan znajdujemy odpow1edmo przyspieszenia Srodka
masy kuli 1 obreczy:
ay = %gsin o, ap = %gsin o.

Zauwazmy po pierwsze, Ze ofrzymane przyspieszenia nie zaleza od mas i promieni
staczajacych si¢ cial. Po drugie, przyspieszenie kuli jest wigksze, totez aby oba ciala
przebyly te sama odleglo$¢ w tym samym czasie f, obreczy nalezy nada¢ pewna predkosé
poczatkowa vo. Niech droga przebyta przez kule i obrecz w czasie ¢ wynosi S. Mozemy
napisac;
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S_akIZ aotz
T2 2 -

Porownujac powyzsze wyrazenia na drogg otrzymujemy rownanie na v, ktdrego
rozwiazanim jest:
(ak*ao)t

Vo = ————=scgsina L.

i S=Vot+

._)
73. Cigzka szpula z nawiniety nicig, do ktérej przylozono sile F lezy na plaszczyinie
poziomej. W ktérg stron¢ i z jakim przyspieszeniem liniowym bedzie poruszaé sie
szpula w zaleznosci od kata migdzy kierunkiem dzialania sily a plaszczyzna. Masa
szpuli m, zewnetrzny i wewnetrzny promieni odpowiednio R i r, moment bezwladnos$ci
wizgledem osi przechodzacej przez §rodek /.

..9
Zatozmy, ze szpula nie $lizga si¢. Sita F' wywoluje obrot dookola chwilowej osi 4 (1ys.).
Ramieg tej sity wynosi x.
Z rysunku widag¢, ze
r+x

7 =Cosa

czyli

x=Rcosa — r
Ramie sity tarcia T jest réwne
9] zeru, gdyz jest ona przylozona
do chwilowej osi obrotu A.
R Zatem roéwnanie tego ruchu

ma postac
Q Fx=14¢
X

— gdzie €=a/R Jak wynika z
T A twierdzenia Steinera moment
bezwladnosci szpuli
wzgledem osi 4 /4 mozna wyrazi¢ za pomocg momentu bezwladnosci wzgledem osi
przechodzacej przez érodek masy /g oraz odlegtosci R pomigdzy tymi osiami:
14 =1Ig+mR?

1l

<&
<

Otrzymujemy rownanie
(10+mR2)a
F(Rcosa. — r) = —r
skad przyspieszenie a wynosi
F(Rcosa—r)R
a=————
Iy+mR?
Wida¢, ze dla cosa > r/R szpula nawija sie na ni¢, gdyz wtedy a > 0, dla coso < #/R czyl
dla a < 0 ni¢ rozwija si¢ ze szpuli, a dla cos o = /R (a = 0) szpula spoczywa.
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74. Jednorodny walec o masie m i promieniu a toczy si¢ w polu sily cigzko$ci wewngtrz
walca o promieniu R. Znalezé réownanie ruchu walca wychylonego w chwili
poczgtkowej z polozenia réwnowagi o kat ¢. Kiedy otrzymane réwnanie mozna w
prosty sposob rozwigzaé ?
Skorzystajmy z zasady zachowania energii. Srodek matego walca porusza sie wewnatrz
duzego walca po torze bgdacym wycinkiem okregu o promieniu R-a (rys.) z chwilowa
. d C .
predkoscia katowa o = d—(f a zatem z predkoécia liniowa
d

v=o(R-a)= d—(f(R—a).
Predko$¢ katowa obrotu matego walca wokol osi przechodzacej przez jego srodek O/
WYnosi wigc

i

wy=}=ghe
Catkowita energia kinetyczna malego walca to suma
energil kinetycznej ruchu obrotowego wzgledem osi
przechodzacej przez Srodek O duzego walca i energii
kinetycznej ruchu obrotowego malego walca
wzgledem osi przechodzacej przez jego érodek 0.
Zatem R )

Io Igw

gdzie Iy = ma®/2 jest momentem bezwladnosci matego
walca wzgledem osi przechodzacej przez punkt O/, a /
jest jego momentem bezwladnosci wzgledem osi
przechodzace) przez punkt O. Zgodnie z twierdzeniem Steinera:

I=1y +m(R - a)2.
Catkowita energia kinetyczna malego walca wychylonego o kat ¢ od polozenia rownowagi
wynosi zatem

3 (do)? i
By =3m(39) [®R-a+1a?]
Energja potencjalna w tym samym momencie wynosi Ep = mg(h — a). Z rysunku wida¢, ze

f{% =Cos o,
skad
h=R(l1 —cosg)+acose.
Zatem

Ep = mg(R—a)(1 - cos ).
Poniewaz suma £}, + Ep, zgodnie z zasada zachowania energii mechanicznej jest stala, wigc
d
a-I(Ek +Ep)=0.
i 4B _ 3, ded’e 2,17
Obliczamy pochodne 3= 3May ﬁ[(R -a)’+3a J,
dEp . do
. e mg(R - a)sin @ I
Otrzymujemy rownanie ruchu *
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2
3 (R-ap? +%a2]%72q—)+g(R-—a)sin(p=0.
Nie mozna go rozwigza¢ metodami elementarnymi. Gdy jednak amplituda drgah g jest
mala, mozemy zastosowal przyblizenie sing ~ @1 otrzymujemy réwnanie oscylatora
harmonicznego
dZe
dr?

)
®= 3[(R—a)2+%a2:|

jest czgstoscig kotows drgan matego walca.

+o.)2(p =0,
gdzie

75. W gérng krawedi prostopadloScianu o wymiarach /x1x2/i masie plezgcego
poziomo w polu sily cigzkosci uderza kulka o masie m lecgca z predkoscig v.
Przyjmujac, ze krawedz KK prostopadloscianu jest przymocowana do podloia oraz, ze
zderzenie jest sprezZyste, a kulka odlatuje do tylu, znalez¢:

a) predkos¢ katowgy, ktora uzyskuje klocek w chwili zderzenia

b) réwnanie ruchu klocka po zderzeniu

¢) minimalng predkosé kulki, potrzebna do postawienia klecka pionowo.

Podczas zderzenia zachowany jest moment p¢du uktadu kulka-klocek wzgledem osi KK
(rys). .

Moment pedu kulki mv/ przed
=2 zderzeniem jest réwny sumie momentu

v pedu kulki .po zderzeniu -mv/l i
€ ®  momentu pedu klocka po zderzeniu
m mvl=-mv/l+log,
1, 1K H gdzie v/ oznacza predkosé kulki po
l zderzeniu, wq - uzyskana przez klocek
predkoscia katowa a [ jest jego
K 21 momentem bezwladnosci wzgledem osi
KK.
Wyznaczamy z tego rownania predkosé v/. Wynosi ona
; _Jog-mvi
T oml

Zgodnie z rozwigzaniem zadania 68 moment bezwladnosci prostopadtoscianu wzgledem osi
rownoleglej do KK przechodzacej przez srodek masy wynosi
Ip= lp(iﬂ +c2) = Lp(zz +412) =3u?,
12 12 12
gdzie podstawilismy b=I1i c=2I.
Zgodnie z tw. Steinera moment bezwladnosci / liczymy ze wzoru
I=1Iy+ux?,
gdzie x jest odlegloscia obu osi obrotu i jest rowne polowie przekatnej prostokata o bokach /
121 (rys.)
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=P +41% = gl.

I= ]5—2u72 +%p12 = %ulz.
Poniewaz zderzenie jest sprezyste, zachowana
jest takze energia kinetyczna. Energia kinetyczna
] X kulki przed zderzeniem mv2/2 jest rowna sumie:

21 Zatem

ug energii kinetycznej kulki po zderzeniu m(v/ )2/2i
energii kinetycznej ruchu obrotowego klocka po
K rv zderzeniu [(n%/z
%mv2 = %m(v/)2 + %1(0(2).
Podstawiamy tutaj wyznaczona wczesniej predkosé v/ i po przeksztatceniach otrzymujemy
réwnanie na

2 2y
( ) +1)(D0—-T(DO =0.
Otrzymujemy dwa rozwiazania, z ktorych jedno, niefizyczne (wg = 0), nalezy odrzucié.
Ostatecznie

2v 2v -
Wy = = .
! Sul
el el

b)Oznaczmy przez o kat jaki tworzy w dowolnej chwili przekatna bocznej $ciany
prostopadtoscianu z podtozem. W chwili poczatkowej =0 mamy dla kata og = &(0)
zaleznos¢ (rys.)

tgag = 517 = %
a predkosc katowa wynosi wtedy o(0) = wg.
Ruch klocka po zderzeniu to ruch obrotowy, ktéry mozna opisaé drugg zasada dynamiki dla
ruchu obrotowego

le=M,
gdzie € jest przyspieszeniem katowym zdefiniowanym nastepujaco:
do _ d%a
dt 42’
M jest wypadkowym momentem sit zewnetrznych dzialajacych na klocek. W naszym
zadaniu M jest momentem sity cigzkosci p g przytozonej do $rodka masy i wynosi on
M = pgr,
gdzie r = x cos o jest ramieniem dziatania sity wzgledem osi KK (rys.).
Zatem réwnanie ruchu ma postaé
15

1—+pgl—cosa 0

€=

c) Energia wystarczajaca do postaw1ema klocka jest réznicg migdzy energia potencjalng
takiego ustawienia klocka, gdy przekatna $ciany bocznej jest prostopadia do podloza pgx
($rodek cigzkodci przyjmuje najwyzsze polozZenie) i energia potencjalng klocka w potozeniu
poczatkowym pgi/2 (najnizsze poloZenie $rodka cigzkosci)

ugx - ugl— ugl(r 1).
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Wiaénie taka energia musi zostaé przekazana klockowi przez kulke. Kulka przekazuje

energig )
Io 2
0 2v4l

7 (gm)”

Zatem mozemy napisa¢ rownanie na predkos$é minimalng vy

2
2 Vigin _ (\/— 1\

(—/ ’) .

v = (1) (5 -1)

z ktorego otrzymujemy

76. Jakg minimalng prace trzeba wykonaé, aby blok o masie M, majacy ksztalt
szeScianu o dlugosci krawedzi 4, przewréci¢ na drugi bok?

Minimalna prace przy przewracaniu bloku wykonamy wtedy, gdy blok w momencie, kiedy
stoi (tak jak na rysunku) na jednej ze swoich krawedzi ma predko$¢ rowna zeru, czyli
inaczej mowiac, energia kinetyczna bloku w momencie przechylu réwna jest zeru.

§ BRI TENY

Z

Poniewaz pole grawitacyjne jest polem zachowawczym, w zwiazku z tym praca jaka
wykonujemy przy stawianiu bloku na krawedzi zostanie zuzyta w calosci na zwigkszenie
jego energii potencjalnej w tym polu. Oczywiscie blok nasz sktada si¢ z wielu czastek 1 nad
kazda z nich jest wykonywana praca. Jezeli jednak, zgodnie z zalozeniem, nie nadalismy mu
w momencie przechylu dodatkowej energii kinetycznej, to przy obliczaniu réznicy energii
potencjalnej postepujemy tak jak gdyby cata masa bloku byta skupiona w jego $rodku masy.
Czyli zgodnie z rysunkiem mamy

W=Ey,-E 1_Mg“{ -Mg4 = Mg"(./i—1)
gdzie E,), £, oznaczaja odpowiednio energi¢ potencjalng srodka masy w potozeniu

poczqtkowym i koncowym, a g jest przyspieszeniem ziemskim. Oczywiscie gdy blok sig
przewrdci to zyskana wezeéniej energia potencjalna zamieni si¢ na energig kinetyczna ruchu
obrotowego wzgledem jego krawedzi, a ta z kolei przy uderzeniu bloku o ziemig na cieplo.
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77. Wokol osi tworzacej z pionem kjt 30° obraca si¢ bak z prgdkoscla katowa
©=60s71, Jego masa m = 0.5 kg, moment bezwladnoSci /=510~ kgm'.Srodek
masy jest odlegly od punktu podparcia o0 4 cm.

Bak obraca si¢ w kierunku ruchu wskazéwek zegara. Jaki jest kierunek i wielko$§é
predkosci katowej precesji baka?

W ogélnym przypadku zagadnienie ruchu

precesyjnego baka jest dos¢ skomplikowane. My o!

zatozymy jednak,ze predkosé katowa o jest duzo

wigksza od predkodci katowej precesji w@p, co h do
Znacznie upraszcza rozwigzanie. Przyjmijmy, ze o$ 3

baka moze obraca¢ si¢ swobodnie wokdl punktu )
podparcia oznaczonego na rysunku przez O. Na | Lsina
bak dziala para sil, z ktorych jedna to sila ciezkosci
mg, gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim,
przylozona w $drodku masy baka i skierowana
pionowo w dol, natomiast druga to sila reakcji
podioza R, réwna co do wartosci sile ciezkosci i A -
skierowana pionowo w gor¢. Moment tej pary sit M
rowny jest co do wartosci
M =mglsina

i skierowany jest prostopadle do pionowej
plaszczyzny przechodzacej przez o baka i os O v
2yrosi<)opu 00'. Pod wpi)ywem dziatania momentu

si{y M, moment pgdu L przyrasta w czasie dt o
.__)

oy

dL Mdt, zgodme z réwnaniem ruchu obrotowego bryly sztywnej. Zakladamy przy tym,

ze moment pegdu L Ie ®, zgodnie z przyjetym na wstepie zaloZeniem, ze @ >> wp. Bez
tego zalozenia zwigzek pomigdzy wektorem momentu pedu a catkowitym wektorem
predkosei katowej, ktéra jest suma predkosci katowej precesji i predkosci katowej obrotu
baka wokot osi symetrii, czyli predkosci T+ pJest dany zaleznodcia, w ktorej trzeba
uwzglednia¢ wszystkie skdadowe tensora bezwladnosci. W takim przypadku kierunki
pr@dkosm katowej 1 momentu pedu nie pokrywaja si¢. W naszym przypadku jednak, wektor

L ma kierunek osi obrotu baka wokol jego osi symetrii. Jak pokazuje rysunek wektor dL

jest prostopadty do L co w konsekwencji daje obrét wektora momentu pedu, a tym samym
osi symetrit baka, po pobocznicy stozka bez przyrostu jego dtugosci. Pionowa plaszczyzna
przechodzaca przez o$ zyroskopu obraca si¢ o kat de przy zmianie wektora momentu pedu o
- —
dL. O taki sam kat obraca si¢ w plaszczyznie poziomej wektor M, co daje ten efekt, ze po
- >
czasie df wzajemna orientacja wektorow Mi L jest taka jak na poczatku. W konsekwencji
0§ baka obraca si¢ wokol pionu po pobocznicy stozka w sposob ciagly (kat a. = const).
Predkodé katowa precesii obliczymy postugujac sie rysunkiem. Zauwazmy, ze
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-
o7

do

T Isino
Poniewaz
_) .
\dL ‘ =Mdt=mglsinadr,

a wartos¢ momentu pedu L = /o mamy
_ mglsinadt?

do = Iu)dsin a
Predkos¢ katowa precesji op rowna jest wp = d—(f, co po podstawieniu wyrazenia na do daje
_ mgl
Wp = E—

Jak wida¢ wp nie zalezy (oczywiscie w ramach naszego przyblizenia) od kata o.Po
podstawieniu do wzoru danych i przyjeciu g= 10m/s? wartoé¢ wp = 257} Zwréémy na
koniec uwagg na to, ze spetnione jest nasze wstegpne zalozenie, tzn. ® >> @p.

ZASADA ZACHOWANIA MOMENTU PEDU

78. Dwie poziome tarcze wirujg wokél pionowej osi przechodzacej przez ich srodek.
Momenty bezwladnosci tarcz wynosza /q, /5, a ich predkosci katowe wii wy. Po
upadku tarczy gérnej na dolng obie tarcze (w wyniku dzialania sil tarcia) obracajg si¢
dalej jak jedno cialo. Wyznaczy¢:

a) predkosé katowa tarcz po zlaczeniu;

b) prace wykonang przez sily tarcia.

Ponizszy rysunek przedstawia schematycznie obie tarcze przed i po upadku tarczy gomej na
dolna.

]=]]+]2

Wyréwnanie si¢ predkosci katowych obu tarcz nastgpuje pod wplywem sit tarcia, dlatego
tez nie mozemy skorzysta¢ z zasady zachowania energii kinetycznej ruchu obrotowego,
gdyz pewna jej czes¢ zamienia si¢ na energi¢ ciepina. Mozemy natomiast skorzysta¢ z
zasady zachowania momentu pedu, poniewaz na uklad nie dziala zaden zewnetrzny moment
sit. Poniewaz obrot nastepuje wokdl osi symetrii tarcz, momenty pedu maja kierunek
predkosci katowych, dlatego mozemy pomina¢ oznaczenia wektorowe. Moment pedu uktadu
L przed potaczeniem sig tarcz wynosi
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Ll =11(01 +120)2,
natomiast po potaczeniu moment pgdu L, wynosi
Ly =y +1)o.
W powyzszym wzorze o jest predkoscia katowa po polaczeniu si¢ tarcz. Z zasady
zachowania momentu pedu L = L, totez poréwnujac oba powyzsze wzory otrzymujemy
wyrazenie na pr¢dkosc katowa @ w postaci;
1 19 1+1 209
T,

Prace, ktora zostala wykonana przez sily tarcia podczas wyréwnywania si¢ predkosci tarcz
(praca ta wydzielita si¢ w postaci ciepta powodujac ogrzanie si¢ tarcz) obliczamy jako
réznicg energii kinetycznych u12<ladu: )
I 1@ 1 20
5t
(1 1 +I 2) (1)2

2 2
gdzie za o podstawiamy otrzymane wczeéniej wyrazenie. Po podstawieniu i prostych
przeksztatceniach otrzymujemy wyrazenie na szukang pracg W jako:

1112(031-“)2)2

2(11+12)

Warto zauwazy¢, ze jezeli w powyzszym wzorze wstawimy o1 = @1, to praca =0,

poczatkowej En=

1 koncowej E,=

W=En—-Ep=

79. Czlowiek stoi na osi obrotowego stolika trzymajac pionowo nad glowy obracajace
si¢ wokol pionowej osi (za ktora czlowiek trzyma oburacz) z predko$cia katowa g
kolo rowerowe o momencie bezwladnosci Jg. Wyznaczy¢ predkos¢ katowa o ruchu
obrotowego stolika po:

a) obrécenin przez czlowieka kola o kat 180°,

b) zahamowaniu kola przez czlowieka, jezeli moment bezwladnos$ci czlowieka i stolika
wynosi J.

Moment pedu ukladu cztowiek + kolo rowerowe wynosi na poczatku Jywg, gdyz tylko
kolo rowerowe o momencie bezwtadnosci J obraca si¢ z predkoscia katowa ®.
Leai =Jowo

a) Po obréceniu kola o 180° jego moment pedu zmieni si¢ na przeciwny, czego skutkiem
bgdzie wprawienie w ruch obrotowy cziowieka ze stolikiem. Jesli predkos¢ obrotowa
cziowieka ze stolikiem bedzie @ ;, to catkowity moment pedu teraz wyniesie:

Lean =Jo1=Jowo
Skorzystajmy z zasady zachowania momentu pedu dla chwili poczatkowej oraz dla chwili
po obrocie kota rowerowego: Jowg =Jw ] —Jgmg
. _ ot Joog
1 wyznaczamy predkosé katowa w;: @) = 2=
b) Po zahamowaniu kola rowerowego catkowity moment pedu uldadu bedzie réwny
momentowi pgdu stolika z cztowiekiem.

Lean = Joy
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Stosujemy zasade zachowania momentu pedu dla chwili poczatkowe;j i dla chwili opisanej w
punkcie b) otrzymujac:

JO(DO ZJ(DZ

a wige
Jo®o
(O 7

80. Na brzegu poziomo ustawionej tarczy o momencie bezwladnosci / (wzgledem osi
pionowej przechodzicej przez §rodek tarczy) i promieniu R znajduje si¢ czlowiek o
masie m. Obliczy¢ predkosé katowg tarczy o, gdy czlowiek zacznie si¢ poruszaé wzdluz
jej brzegu z predkoscia v wzglgdem niej.

Zadanie to mozna rozwiazal stosujac zasadg zachowania momentu pedu ukladu
czlowiek-tarcza. Na poczatku czlowiek i tarcza sa w spoczynku wigc moment pedu ukladu
jest towny zeru. Podczas ruchu po tarczy cztowiek dziala na tarcze za posrednictwem stopy
sita Fy w kierunku przeciwnym do swojego ruchu. Zgodnie z III zasada dynamiki tarcza
dziata na czlowieka silg F¢ takg sama co do wartosci i przeciwnie skierowana (rys.).

Obie sity F;i Fe sg sitami wewnetrznymi dziatajagcymi w uktadzie cziowiek-tarcza. Jezeli na
uklad nie dziatajg zadne momenty sil zewngtrznych,
to moment pedu ukladu pozostaje staly co do
wartosci, kierunku i zwrotu.

Momenty sit wewngtrznych dziatajace migdzy
cialami tworzacymi uklad moga zmieni¢ momenty
pedow poszczegdlnych czgsei ukladu, ale suma tych
zmian jest zawsze rowna zeru.

Momenty sif wewnetrznych nie moga zmieni¢
momentu pedu calego uktadu.

Czlowiek porusza si¢ z predkoscia katowa wc =v/IR
wzgledem tarczy i jednoczesnie jest unoszony przez
tarcze z predkoscia katowa yw kierunku
przeciwnym. Zatem jego catkowity moment pedu

wynosi
Le=Ilcwr—Icwe
gdzie
1 c = mR 2
jest momentem bezwladnosci cziowieka o masie m wzgledem osi obrotu tarczy. Mamy wigc

Lc=mR2 w,—% .

Moment pgdu tarczy wynosi
L = I owy.
Z zasady zachowania momentu pedu mamy
Le+Ls=0,
skad otrzymujemy zaleznosc¢

1(;0.); +[0(l)f = I,;ooc,
ktora zilustrowano wektorami na rysunku.
Ostatecznie otrzymujemy
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_ _mRv
=
10+mR

81. Listwa drewniana o dlugosci / i masie m moze si¢ obraca¢ dookola osi prostopadlej
do listwy, przechodzacej przez jej Srodek. W Koniec listwy trafia pocisk o masie m;
lecacy z predkoscig vy w kierunku prostopadlym do osi i do listwy. Znalez¢ predkosé
katowy, z jakg listwa zacznie si¢ obracaé, gdy utkwi w niej pocisk.

Skorzystajmy z zasady zachowania momentu pedu. Moment pedu ukiadu

pocisk-listwa przed uderzeniem pocisku w listwe wynosi mv;//2, gdzie m

m1v, jest pgdem pocisku a //2 jego odlegloscia od osi obrotu listwy przed

trafieniem w nig,

Gdy pocisk utkwi w listwie, to catkowity moment pedu ukladu bedzie sumg

momentu pedu obracajacej sig listwy /g oraz momentu pedu tkwiacego w

niej pocisku /i wzglgdem osi obrotu listwy. Wielko$¢ w jest tutaj

predkoscia  katowa  listwy, [g = mi2/12 jest momentem bezwladnosci [

wzgledem osi przechodzacej przez srodek masy a /) = m112/4 momentem

bezwladnosci tkwigcego w niej pocisku wzgledem tej samej osi.

Moment pedu ukladu przed zderzeniem pocisku z listwa jest réwny

momentowi pedu uktadu po zderzeniu. Mozemy napisaé m1q 71
mlzvll = llzml2 +m11—j-) o,

skad predkosc katowa o z jaka listwa zacznie sig¢ obraca¢ wynosi
2m 11

T Y
I( g )

82. Na poziomym doskonale gladkim stole lezy listwa o dlugosci / i masie m. W koniec
listwy trafia pocisk o masie m lecacy z predkoscig v, w kierunku prostopadlym do osi
listwy. Znalez¢ predko$é katowa z jakq listwa zacznie si¢ obracaé gdy utkwi w niej
pocisk, oraz predkos¢ srodka masy listwy.

Poniewaz z zalozenia listwa lezy na doskonale gladkim stole, w plaszczyznie stotu na uktad
nie dziala zadna sita zewngtrzna powodujaca zmiane pedu, ani Zaden zewnetrzny moment
sit powodujacy zmiang momentu pgdu ukladu listwa-pocisk. Sita ciezkosci rGwnowazona
sifa reakcji podtoza dziala w plaszczyznie prostopadlej do plaszczyzny ruchu ukladu nie
wplywajac na przebieg zdarzenia. Dlatego przy rozwiazywaniu zadania korzystamy z
zasady zachowania pedu 1 zasady zachowania momentu pedu ukladu pocisk-listwa. Przed
zderzeniem ped uktadu rowny jest pedowi pocisku p; =mjvy, gdyz listwa spoczywa.
Takze moment pedu L wzglgdem dowolnie wybranego punktu réwny jest momentowi pedu
pocisku. Wyznaczmy ten moment pgdu wzgledem srodka masy ukiadu pocisk-listwa.
Potozenie $rodka masy uktadu mozemy zada¢ przy pomocy odlegtosci x od $rodka preta jak
na rysunku.
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T omp+m T 2(_”]&—)

ml

1
-\_ N N _5'”1'*0’”_
L=]®

A

. Zero w powyzszym wzorze bierze sig
X { stad, ze $rodek masy preta znajduje sie
w punkcie, wzgledem ktérego liczymy
$rodek masy ukiadu. Warto$¢ momentu
pedu ukiadu przed zderzeniem zgodnie
z definicja wynosi

Ly= %—X mivy,

Po zderzeniu kuli z listwa ped ukladu
rowny jest iloczynowi masy ukladu i predkosci jego srodka masy:

pa =(my +myvs,
natomiast warto§¢ momentu pedu zwigzana z ruchem obrotowym preta z kula, ktora w nim
utkwita, wokét srodka masy wynosi Ly =Jw, gdzie o jest predkoscia katowa, a / jest
momentem bezwladnosci calego ukladu liczonym wzgledem osi przechodzace) pionowo
przez srodek masy. Mozemy napisac:

1 = 1 pr + 1 poc-

Ipr 0znacza moment bezwladnosci preta wzgledem $rodka masy ukladu. Poniewaz srodek
masy ukfadu przesunigty jest wzgledem s$rodka masy preta o x, totez korzystajac z
twierdzenia Steinera mozemy zapisac:

lpr =10p,.+mx2,
gdzie / opr = 11—2ml 2 jest momentem bezwladnosci preta wzgledem jego Srodka masy. Z kolel

moment bezwladnodci pocisku /poc, ktory liczymy tak jak moment bezwladnosci punktu
materialnego wynosi

J 2
ngc =m1(5—x) .
Poréwnujac wartosci pgdow przed i po zderzeniu (p| = p)) mamy:
myvy =(myp+my)vs.
Stad obliczamy wartos¢ predkosci srodka masy listwy, z utkwionym w niej pociskiem:
G
Vs = m1+m2vl'
Z kolei porownujac momenty pedu przed i po zderzeniu (L} = L), otrzymujemy:

2
1_ e 2)
(2 x)mlvl —lm(lz +x }m.
Stad wyznaczamy warto$¢ w predkosci katowej, z jaka listwa zacznie si¢ obraca¢ gdy utkwi
w niej pocisk:
I 14504402’

my

gdzie przez a oznaczyli$émy stosunek mas iy
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DRGANIA HARMONICZNE

DRGANIA SWOBODNE

83. Na sprezynie jest zawieszona szalka wagi z odwainikami. Okres drgan pionowych
jest wowczas rowny 7. Po obcigzeniu szalki dodatkowymi odwaznikami okres drgan
pionowych wynosi 7,. O ile wydluzyla si¢ sprezyna pod wplywem dodatkowego
obcigzenia?

Zalozmy, ze poczatkowa masa odwaznikow wynosita mq, a koncowa mj. Okresy drgan
T1iT,sa zwiazane z tymi masami, zgodnie z ogolnym wzorem na okres drgan
harmonicznych spr¢zyny, nastgpujaco:

,ml ""2
T1=27t T’ T2=27t T’

gdzie k jest wspolczynnikiem sprezystosci sprezyny.
Z powyzszych wzoréw mozemy obliczy¢ masg dodatkowych odwaznikow:
(13-

4n? '
Jezeli powyzsza mase Am zawiesimy tak, ze nie spowodujemy drgan szalki z odwaznikami,
to sprezyna ulegnie wydluzeniu o pewna dtugo$é . Wartosé I bedzie rowna przesunigciu
polozenia rownowagi naszego oscylatora harmonicznego. Wartoéc¢ / obliczymy korzystajac z
prawa Hooke'a,

Am=my—my =

Amg=kl,
gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim. Podstawiajac otrzymane wczesniej wyrazenie na
Am otrzymujemy wartoé¢ wydtuzenia 7 rowng
T2-12
_ 2™

/
4n2

84. Na sprezynie wisi szalka o masie m;, pod wplywem ktérej sprezyna rozcigga sig o
odcinek d. Na szalke z wysokosci / spada cigzarek o masie m,, zderzajac si¢ z nig
niesprezyScie. Znalez¢ okres drgan T, amplitud¢ 4 oraz maksymalng wysokos¢ H (od
poczatkowego polozenia réwnowagi), jaka osiggna masy. Opory ruchu zaniedbaé.

W poczatkowym stanie rOwnowagi sita sprezystosci rowna F = —kd, gdzie znak minus
oznacza, ze jest ona przeciwnie skierowana do wychylenia d, jest rownowazona przez cigzar
szalki rowny m, g czyli

—kd+m 1€ = 0,
skad otrzymujemy stata sprezystosci spr@iynymk ;éwna

1

Ciezarek o masie m, spadajac z wysokosci # uzyskuje predkos¢ koncowa v, ktorg
wyznaczymy przyréwnujac energie potencjalng ciezarka na poczatku ruchu m,gh do energii
kinetycznej w momencie uderzenia ciezarka o szalke rownej m2v2/2 czyli
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I112V2

5

v=J2gh.
Cigzarek w momencie zderzenia z szalka ma ped m»v,
ktory zgodnie z =zasada zachowania pgdu ukladu

mygh =

skad

k cigzarek-szalka po zderzeniu jest rowny (m, +m2)v/
czyli
mov=(my + m2)v/,
skad
m2 m my ~
V/ = m1+2”12V= m1+m2 2gh
my jest predkoscia uktadu cigzarek-szalka po zderzeniu.
XQ Uklad ten bedzie wykonywaé drgania harmoniczne
wzgledem nowego polozenia rownowagi, ktore
A wyznaczymy podobnie jak wczesniej wspotczynnik k z
réwnosci
myg = kx,
skad
mog  mod
X0 = & = Tl

Wielkos¢ xg méwi nam o ile nizej znajduje si¢ nowe potozenie rownowagi od starego.
W  wyniku zderzenia szalka z ciezarkiem posiadaja energie kinetyczng réwna
(my +my)(v’ )2 /2. W najnizszym polozeniu natomiast ukiad bedzie posiadat energie
sprezystosci rowna k4212, gdzie A jest amplituda drgan ukladu wzglgedem nowego polozenia
rownowagi. Zgodnie z zasada zachowania energii mozemy napisa¢ réwnosé
2
(m1+m2) (v/) 1,2 1,42
— 3 tyko =M
Podstawiajac obliczone warto$ci v/, xq i k otrzymujemy
A= %2:—1 1+ _hm .
d(m1+m2)

Maksymalna wysokos¢ H (od poczatkowego potozenia rownowagi) jaka osiagng masy jest

, mad)| 2hm
rowna HZA—XOZ—le— 1+;(—‘;1—)—1
mytmy

Okres T drgah wynosi
_ my+my _ ém1+m2
T—21t\/—k —2nJg—ml .

85. Pozioma platforma wykonuje drgania o amplitudzie 4. Jaka moze by¢ maksymalna
czgstos¢ drgan platformy, by lezgce na niej cialo nie oderwalo si¢?

Ciato spoczywajace na platformie oderwie si¢ od niej wtenczas, gdy platforma bedzie sig
poruszaé na dol z wigkszym przyspieszeniem niz warto$é przyspieszenia ziemskiego g. Tak
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wiec policzmy przyspieszenie z jakim porusza si¢ drgajaca platforma. Jedli zapiszemy
drgania w nastgpujacej postaci:
x = Asin (ot + o),
to przyspieszenie wyniesie:
= & =
dr?
Stad maksymalne przyspieszenie drgajacego ciata wynosi:
amax = Aw z .
Maksymalna dopuszczalna czestos$¢ drgan powinna wigc spelniaé¢ zaleznodé:

Aomax = g
Wmax = E

86. Jak zmieni si¢ okres drgan pionowych ciezaru wiszgcego na dwéch jednakowych
sprezynach, gdy poljczenie szeregowe spreiyn zostanie zastapione polgczeniem
rownoleglym?

a ~Aw2sin (o + ¢).

1 stad

Zaldézmy, ze polaczylismy dwie sprezyny o wspolczynnikach
sprezZystosci rownych k szeregowo (patrz rysunek ponizej).
Wtenczas mozna dla kazdej ze sprezyn zapisac, ze:
F=—kx,

gdzie F jest sila sprezystosci sprezyny rownag co do wartosci sile
rozciagajace) sprezyne. Piszac analogiczne rownanie dla ukladu dwoch
sprezyn nalezy zauwazy¢, ze choé nadal sila rozciagajaca sprezyny
wynosi F, to wychylenie cigzaru jest réwne 2x, czyli

F=—k:2x,
gdzie kz jest wspotczynnikiem
sprezystosci  sprezyny  zastgpezej dla
ukladu dwoch sprezyn  potaczonych F
SZEeregowo. Poréwnujac dwa
wyprowadzone wyzej I\:vzory mamy:

k=%

-2
1 okres drgan odwaznika o masie m
wyniesie w tym przypadku:

=7 ﬂ:’) —2—'2
T) _TC'kZ _Tt,k

Rozwazmy teraz przypadek
réwnoleglego polaczenia sprezyn. W tym przypadku kazda ze
sprezyn rozciaga si¢ pod dziataniem sily F72, czyli: .
£k
Caly uklad ma wychylenie x, takie samo jak kazda ze F
sprezyn, a wigc:

4;—:
|—
y

8%}

F= —kzx,
ale
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F=§+F Qhex

P
i z poréwnania dwoch ostatnich réwnan mamy:
kz = 2k
Wyliczmy jeszcze dla tego przypadku okres drgan

= mo_ m
Tp=2=n J; =2n ‘/;
Porownujac 711 Ty widzimy, ze
T

Ty=
2
czyli po zmianie laczenia sprezyn z szeregowego na réwnolegte okres drgan zawieszongj

masy zmalal dwukrotnie.

87. Na poziomym doskonale gladkim stole lezy, przymocowane sprezyng do $ciany cialo
o masie M. W cialo to trafia pocisk o masie m lecgcy poziomo z predkoscig v i zostaje w
nim. Po zderzeniu cialo wraz z pociskiem wykonuje drgania harmoniczne z amplituda
A. Wyznaczyé czestosé tych drgan.

Ruch pocisku i ruch ciala po uderzeniu pocisku mozemy traktowa¢ jako ruch
jednowymiarowy zachodzacy w kierunku jednej z osi Kkartezjanskiego ukladu
wspdtrzednych. Pocisk przed zderzeniem ma predkosc v, a w zwiazku z tym ped mv. Jest to
réwnoczesnie ped catego ukladu pocisk-lezace ciato przed zderzeniem.
W czasie zderzenia pocisku z ciatem ped
ukfadu zostaje zachowany zgodnie z
réwnaniem
mv=(M+m)vg
gdzie vgjest predkoscia ciata z
tkwigcym wen pociskiem bezposrednio
po zderzeniu. Zwrécmy uwagg, Ze nie
korzystamy z zasady zachowania energii
kinetycznej ukdadu, gdyz czg¢sé jej zamienia si¢ na ciepto. Bezposredno po zderzeniu ciato
wraz z tkwiacym wen pociskiem ma energi¢ kinetyczna rowna (m +M)v(2)/2, ktora bedzie
réwna energii catkowitej powstatego oscylatora. Wynika to z tego, ze w momencie
zderzenia spr¢zyna nie jest ani $cisnieta, ani rozciagnigta, czyli jej energia potencjalna jest
rowna zeru. Mozemy wigc napisac;
MVE (bl 242
2 2

gdzie ® w wyrazeniu na energi¢ calkowita oscylatora jest szukana czgstoscig (kotowa)
drgan. Z powyzszych réwnan otrzymujemz/:

0

my

CTT T Grand

88. W rurce o przekroju S zgictej w ksztalcie litery "U" znajduje si¢ slup wody o
dlugosci I, przy czym w chwili poczatkowej poziom wody w jednym ramieniu rurki jest
wyzszy niz w drugim. Jaki bedzie okres drgan slupa wody (pomina¢ sily lepkosci)?
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Zalozmy, ze gestosé wody wynosi p. Masa stupa wody
o dlugosci / i przekroju S wynosi zatem m = piS.

X I Oznaczmy przez x dowoln; wychylenje_ poziomp wody
z polozenia rOwnowagi w jednym z ramion rurki (rys.).
ix Niezrownowazony stup wody ma zatem wysokos¢ 2x,

gdyz jesli w jednym ramieniu poziom wody jest o x
wyzej od polozenia réwnowagi , to w drugim ramieniu
jest 0 x poniZej potozenia rOwnowagi.
Cigzar niezrownowazonego stupa wody o wysokosci 2x
i przekroju S jest funkcja x i wynosi

F(x) = -2xSpg,
gdzie znak minus oznacza, ze sila F jest skierowana przeciwnie do wychylenia x, czyli w
dot. Wida¢, ze sita F jest do tego wychylenia proporcjonalna. Zaleznoéé F od x ma postaé
F(x) = —kx,

gdzie k = 2Spg.
Napiszmy réwnanie ruchu (II zasade dynamiki) dla stupa wody o masie m. ‘Wyznaczona
powyzej sita F powoduje nadanie masie m wody przyspieszenie a
ma=F,
gdzie a jest druga pochodna wychylenia x po czasie 1. Mamy zatem
d2x
IS = = -2Spgx,
plo 2 pgx
czyli
P 2
022 +x= 0.
Rownanie 1o ma postat rbwnania rachy oscylatora harmonicznego
il
de?
gdzie w jest czgstoscig drgan. Wynosi ona zatem
2
T

- 1
T—Zn’/;.

89. Areometr o cigzarze P=2N plywa w cieczy. Gdy zanurzy si¢ go w cieczy i pusci,
zacznie wykonywa¢ drgania z okresem 7=3.4 s. Przyjmujac, e drgania sg nietlumione,
znalezé gestos¢ cieczy p, w ktérej plywa areometr. Srednica pionowej walcowej rurki
areometru 4=0.01m.

+olx= 0,

(D =
Okres drgan T rowny jest wiec

Dodatkowe zanurzenie areometru spowoduje wzrost sity wyporu o AFyyp

AFyyp = AV pg = xSpg,
gdzie AV = xS jest przyrostem objetosci zanurzonej czesci areometru. W zadaniu podano
$rednicg d rurki areometru, a wigc jej pole przekroju poprzecznego bedzie wynosié
s = nd?/4. Dodatkowa sita bedzie powodowaé ruch w gére areometru, przy czym warto$é tej
sily bedzie si¢ zmieniaé w zaleznosci od wartosci x - dodatkowego zanurzenia areometru.
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A Uwzgledniajac to, ze jesli o§ OX bedzie
Fwyp + AFwyp skxerowanel) na dol, to wspolrzedna
wektora A F' wyp na tej osi bedzie ujemna,
otrzymamy:
AFyyp = —% d*pgx.
Powyisza zalezno$¢ jest prawdziwa 1
wowczas, gdy x<0,co oznacza
wynurzenie areometru wzgledem stanu
réwnowagi i zmniejszenie wartosci Fuyp.
Wyprowadzona zaleznos¢ ma ksztalt
zaleznosci opisujace) drgania harmoniczne
F=—kx

przy czym wspdtczynnik k jest okreslony nastgpujaco:

k=-%d*pg.
Okres drgan areometru otrzymamy stosujac zalezno$¢ na okres drgan harmoniczaych 1
podstawiajac aktualng warto$§¢ wspotczynnika k oraz uwzgledniajac, ze masa areometru
m=Plg.

T=2m J_
Z powyiszej zaleznosci nalezy wyznaczy¢ gesto$é cieczy p: p= 223"
g
a po podstawieniu danych liczbowych: p = 950kg/m3.

SKLADANIE DRGAN

90. Punkt bierze udzial w dwéch drganiach rownoleglych o jednakowych czgsto$ciach i
réznicy faz wynoszacej Ap = 2r/3. Amplitudy tych drgan wynosza 4| =3cm i 4, =dcm.
Znalez¢ amplitude drgania wypadkowego.

Zatézmy, ze oba drgania zachodza w kierunku osi OX pewnego ukladu wspéirzednych.
Wowczas zaleznos¢ wychylenia od czasu dla tych drgan ma postac:
=Ajcos(ot+Qq)

x2 Azcos(wt+(p2)
gdzie 1 jest czasem, o wspdlng czgstoscig drgan, a ¢ ¢, fazami poczqtkowynu Drganie
wypadkowe jest sumg algebraiczng drgan sktadowych. Z kursu fizyki wiadomo, Zze ma ono
rowniez posta¢ drgania harmonicznego o tej samej czgstosci o i amplitudzie 4 danej
wzorem:

A= [42 +4% + 24,4005 (A9),
gdzie Ag =@, — ¢, jest roznicg faz poczatkowych drgan. Podstawiajac dane liczbowe
otrzymujemy, Ze warto$¢ amplitudy drgania wypadkowego Wynosi:

A=\/9+16+2 3-4-cos 2 em= /T3 cm.
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91. Punkt porusza si¢ pod wplywem dwéch prostopadlych drgas skladowych. Obliczy¢
trajektorie w nastgpujacych przypadkach:

a)x =2sin(n o), y=cosn(t+0.5),

b) x = 2 cos(w?), y =3 sin(w?).

Zauwazmy ze zarébwno w przypadku a) i b) drgania skladowe maja t¢ sama czestosc.

Dlatego tez trajektorie poruszajacych si¢ czastek beda pewnymi szczegélnymi przypadkami

elipsy.

a) Rownanie ruchu czastki w kierunku OY ma fazg poczatkowa 0.5z. W celu eliminacji fazy

poczatkowej rozpiszmy je zgodnie ze wzorem na cosinus sumy dwéoch katow
y=cos(nt+0.5m) =

A =cosnt-cos0.51 — sinnt-sin0.51 = —sinm s
Y Poniewaz teraz oba drgania prostopadle opisane sa
- 0.5 funkcja sinus, dlatego réwnanie toru (trajektorig)
| ' | | otriymz(l)my najprosciej dzielac oba rownania przez

> siebie. Otizymujemy:
-1.0 -0.5 I 10 y Yo luby=-1

-0.5 Ze wzgledu na funkcj¢ sinus w rownaniach ruchu
xe[-1,1], a y e[-0.5;0.5], torem drgajacego

punktu jest odcinek jak na rysunku.
b) W réwnaniach ruchu dzielac wychylenia z polozenia
rownowagi przez amplitudy tych drgan, a nastgpnie Yhawt= 3

podnoszac do kwadratu i dodajac stronami otrzymujemy: -2

2 2
(’2—‘) + @) = cos2(w1) + sin®(wh) = 1,
czyli rdwnanie elipsy, w ktorej potosie maja kierunek osi

ukladu wspétrzgdnych OX i OY. Na rysunku pokazano 0t=0
polozenie drgajacego punktu na trajektorii dla czasow, >
dla ktorych odpowiednio wr=0, 0.57, , 1.5n. Stad, @/ =T X

Jjak wida¢, ruch punktu odbywa si¢ w prawo.

ot=

[STE]

92. Jezeli pobudzimy do drgan kamerton o czestotliwo$ci drgan wlasnych 440Hz i
strung, to uzyskamy dudnienie o czgstotliwosci 1Hz. Jaka jest czestotliwo$é drgan
wlasnych struny?

Skiadajac drgania harmoniczne o zblizonych do siebie czgtotliwosciach otrzymujemy efekt
dudnien, czyli efekt zmian amplitudy drgan z czestotliwoscia

Fa=f-f1=4f
W naszym przypadku f;= 1Hz. A wigc, jesli jedna z czgstotliwosci tworzacych dudnienie
wynosi 440 Hz, to druga czestotliwo$é bedzie wynosié 439 lub 441 Hz,
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93. Na pionowo wiszjcej sprezynie zawieszono cigzarek, co spowodowalo wydluzenie
sprezyny o 9.8cm. Ci¢zarek ten wprawiono w drgania, odciggajac go w dél i
puszczajac. Jaka warto$¢ powinien mie¢ wspélczynnik thumienia 8, aby:

1) drgania ustaly po 10 s (przyja¢ umownie, ze drgania ustaja, gdy ich amplituda
zmaleje do 1% wartosci poczatkowej);

2) cigzarek powrécil aperiodycznie do polozenia réwnowagi;

3) logarytmiczny dekrement tlumienia byl réwny A =6?

Podane w zadaniu wydluzenie spr¢zyny !/ zwiazane jest z masa ciezarka m, i
wspdlczynnikiem sprezystosci sprezyny k, prawem Hooka:

mg =kl,
gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim. Jak wiemy wspolczynnik sprezystosci okresla
czestos¢ drgan whasnych ukiadu zgodnie ze wzorem

_ |k
®Wo=m-
Korzystajac z prawa Hooke'a otrzymujemy wigc, ze
wo = %
Jak wida¢ do wyznaczenia czgstosci drgan wlasnych wystarcza sama znajomos¢ statycznego
wydluzenia po zawieszeniu cigzarka. Rozpatrzmy teraz ruch drgajacy przy pewnym
wspdiczynniku thumienia 3. Réwnanie ruchu drgan tlumionych ma postaé:
x = A(f)cos (w! + @),
gdzie: x jest wychyleniem z polozenia rownowagi, ¢ - czasem, ¢ - faza poczatkows;  jest
czestodcig (kotowa) drgan dang wzorem:
o= Joj-p2,
a A(y) - amplituda drgan ttumionych zalezna od czasu. Zaleznoé¢ ta ma postaé:
A(f) = Agexp (-B #),
gdzie 4 jest amplituda poczatkows (w chwili =0).
1) Szukamy wspolczynnika B dla warunku, ze po czasie /=10s amplituda maleje 100 razy.
Mozemy to zapisa¢ jako:
4o
Aoexp (B =155
a stad
p="1U9_ o461,
2) Aperiodyczny powrdt cigzarka do polozenia réwnowagi oznacza, zgodnie ze wzorem na
®, ze wspolczynnik B jest wigkszy lub rowny czgstosci drgan whasnych uktadu. Mamy wiec

B2wg= [E=31657.
3) Zgodnie z definicja logarytmicznego dekrementu ttumienia :

A=BT,
gdzie T jest okresem drgan:
T=28___In
o

==
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Podstawiajac 7 do wzoru na Ai dokonujac elementarnych przeksztalceft otrzymujemy
réwnanie na 3 :
(.0%7\.2 _ BZxZ — 41.[2'32’

2,2
B: mox _ 3
4n2422 (i, an2)"
I\1+‘——12)

Po podstawieniu wartosci liczbowych do wzoru otrzymujemy wartosé B -
B=218s71

ktorego rozwiazaniem jest

94. Wartoéci amplitud wymuszonych drgan harmonicznych s3 réwne dla dwéch
SRR W ST S A8 TR SR S S8 TS Ny Izt t2psibie
®rez, dla ktérej amplituda drgan wymuszonych osiggnie maksymalng wartos¢.

Amplituda wymuszonych drgan harmonicznych A zalezy od czgstosci drgan sity
wymuszajacej wedtug wzoru:

A=A(w)= Fo

p }(m(z)—mz) 2-!-4[320)2 .

gdzie: Fy jest amplituda sity wymuszajacej, m - masa drgajacej czastki, ® - czgstoscia
drgan wlasnych, a p - wspdlczynnikiem ttumienia.

Jak wida¢ na rysunku funkcja
A(w) ma maksimum dla pewnej
0 A(w) czgstosci o, ktora nazywamy

czgstoscia rezonansowa. Zalezy
A(@1)=A(w97) ona od czgstosci drgan wiasnych
1 wspOlczynnika  thumienia
wedtug wzoru:

[ 2
Wyrez = (1)0_2[32 .

Z warunku, ze amplitudy sa
jednakowe dia czgstosci

v

W1 D rez ©r

m (O3} i w7, 4.
A(wy) = A(wy),
otrzymujemy nastgpujace

roéwnanie:
2 2
2 2 2 2 2 2
(wo—a)l) +4B2a)1 =(w0—m2) +4[32m2.

W powyzszym rownaniu wystepuja dwie niewiadome wielkosci - wgi B, ale po
przeksztatceniu do postaci:

4 2( 2 2 4 2
o —2(01(000—2[32) =w2—2m2(w0—2ﬁ2),

widzimy, ze wyrazenie w nawiasie jest kwadratem czestodci rezonansowej i mozemy je
przepisa¢ w postaci:
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2.2
m‘l‘ —2w%a)%ez = m; —20;0ez.

Rozwiazaniem tego rownania jest czesto$¢ rezonansowa dana wzorem:

w30} oj+d
Wrez = OEE I
2(“’2"”1)

Podstawiajac do wzoru wartoéci liczbowe otrzymujemy wyez = y26 - 102 rad/s.

95. Po drodze gruntowej przejechal ciggnik pozostawiajgc Slady w postaci wglebien w
odleglosci /=30 cm od siebie. Po tej drodze przejechal wézek dziecinny o ci¢zarze 100 N,
majacy dwa resory, kazdy resor ugina si¢ o 2 cm pod wplywem sily 10 N. Z jaka
predkoscia jechal wézek, jezeli wskutek wstrzaséw wpadl w rezonans.

Wozek wpadl w rezonans, a wiec musial on napotykaé kolejne wglebienia w odstgpach
czasu rownych okresowi drgan wiasnych wozka. Policzmy wigc najpierw okres 7 drgan
wlasnych wdzka zakladajac, ze sq to drgania harmoniczne:
= m
T=2n J: ,
gdzie m=P/g jest masg wozka, a k wspolczynnikiem spr¢zystosci uktadu dwéch resordw
wozka. Resory tworza w tym przypadku uklad réwnolegly, wigc k= 2kg, gdzie kg jest
wspotczynnikiem sprezystoscl pojedynczego resora. W zadaniu podano, Ze resor ugina sie o
F,
xp = 2 cm pod wplywem sity Fy =10N, a wigc kg = ;09. Stad wzér na okres drgan wlasnych

wozka ma nastgpujaca postaé:
P XO
T=2n } 3gFg

Jedli wozek jechat ze stata predkoscia v, to kolejne welebienia odlegle o / bedzie napotykaé
w odcinkach czasu réwnych I/v. Aby powstat rezonans musi wiec zachodzié:
T = v

1 stad

v=l -1 |28F0
T T 2ny Pxgy

a po podstawieniu wartosci liczbowych: v =0.47 m/s = 1.7 km/godz.

96. Cialo o masie m=10g wykonuje drgania tlumione o maksymalnej wartosci
amplitudy 7cm, o fazie poczatkowej réwnej zeru, oraz o stalej thumienia = 0.5n s
Na cialo to zaczela dziala¢ zewngtrzna sila okresowa, pod wplywem ktérej ustalily si¢
drgania Wwymuszone. Réwnanie drgan wymuszonych ma postaé:
x=5cos(2nt—0.75%t) cm. Znaleié:

a) réownanie drgan swobodnych,

b) réwnanie zewnetrznej sily okresowe;j.

a) Réwnanie drgan swobodnych (ttumionych) ma postac:
x = Agexp (—B t)cos (0 1+ )
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Z tresci zadania znamy Ay = 7cm, B = 1.6s, i @ = 0, natomiast nie znamy czgstosci kolowej
o’ (oznaczenie o rezerwujemy dla czestosci drgan wymuszonych). Czestoé¢ o/ dana jest

wzorem:
o’ = ‘[m(z) - B2 ,
gdzie 0 jest czgstoscia drgan wiasnych uktadu. W celu wyznaczenia wg trzeba skorzysta¢
z podanego rownania drgan wymuszonych, x = 5 cos (2t — 0.75%) cm, ktére poréwnujemy z
ogolna postacia wzoru opisujacego drgania wymuszone
F,
x= 02 cos(a)t—arctg isz]’
m (m g—mz) 14[32(1)2 @@

Poréwnujac dwie zaleznosci x=x( = strzymujemy:
0=2ns"! s

2B
(D(2)—0)2

Fo
2
m (m%—mz) +4[32a)2
W ostatniej zalezno$ci, Fyjest amplitudg sity wymuszajacej, a przez A oznaczyliSmy

amplitude drgan wymuszonych. Podstawiajac © do drugiego réwnania otrzymujemy

mg =02 -~ 2w = o(w ~ 2B),

wo = 2n2n—7n) s”! =2 s71i
o = Jm%—l}z sl=nsl.

Mozemy teraz zapisa¢ rownanie drgan swobodnych jako:

= tg%n:—l,

a stad:

x =7exp(—nf)cos(m?) cm.
b) Rownanie zewngtrznej sily okresowej ma postac:
F=Fycos(w1),

Niewiadoma amplitudg¢ F dzialajacej sity okresowej znajdziemy ze wzoru na amplitude
drgan wymuszonych 4. Otrzymujemy:

F0=Am‘/(m§—m2)2+4;32m2,

a stad po podstawieniu znanych wartosci:

Fo=5-10- J4n® +4n22m)? cmgs= = /522102dyn=7.0- 103N,
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97. Uklad K/ porusza si¢ wzgledem osi OX ukladu odniesienia K ze staly predoécia v. W
ukladzie X’ znajduje si¢ pret o dlugosci wlasnej /o, tworzacy z osia OX’ kat o/. Jakq
dlugo$é preta /i jaki kat a zmierzy obserwator spoczywajacy w ukladzie K.

Y y 4

0 o’ 3
,/// loxr =1|| A=
z z

Na rysunku pokazane sa oba uklady odniesienia i pret sztywno zwiazany z ukladem K.
Dlugosé I preta w ukladzie X/ mozemy zapisaé jako:

o= {Ig +15L.»
gdzie: (| =/g,s, jest rzutem dhugoéci na kierunek osi OX’, aly jest rzutem dtugosci preta
na plaszczyzne prostopadia do tej osi (ptaszczyzng Y/OZ’). W ukladzie K, wzgledem
ktérego pret porusza si¢ wraz z uktadem K/, odpowiednie wyrazenie na dlugosé preta ma

postag:

1= [ +1%
gdzie: /)|i/) sa odpowiednio rzutami diugosci preta na kierunek réwnolegty i prostopadty
do osi OX. Poniewaz w ukladzie K pret porusza si¢ w kierunku osi OX, totez w tym

kierunku, zgodnie z transformacjami Lorentza, dla obserwatora zwiazanego z ukladem X
dhugos¢ preta ulega skroceniu zgodnie ze wzorem:

2
’u=%nw-(9 ;
gdzie ¢ jest predkoscia s$wiatta. W kierunku prostopadtym dhugo$¢ preta pozostaje
niezmieniona tj. /| =lg . Zgodnie z tym, wyrazenie na catkowita dlugos¢ preta w uktadzie

K ma postac:
2 A
]=J0,|(1—(¥) +IOJ_’
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Wyrazmy teraz skladowe dlugosci preta przez catkowita dtugose 71 dany w zadaniu kat
o/ Wzér na transformacj¢ dlugosci preta przybiera postaé:

7= 1_(vcosa’)2
=10 3 :

Latwo zauwazy¢, ze w przypadku, gdy v=0 (pret spoczywa w ukladzie X) lub, gdy
cosa’ = 0 (pret jest w plaszczysnie prostopadlej do kierunku ruchu), dtugos¢ preta w obu
ukladach jest taka sama. ZnajdZzmy obecnie wzor na transformacje kata nachylenia preta do
osi OX. Zauwazmy ze

tgo = Q = ]OJ‘ = tg(l/
BT T N2 2
Toly 1—(3) 1‘(?)
czyli
( )
tgot/
o = arctg

22. Mion (mezon 1) utworzony w gérnych warstwach atmosfery przebywa do chwili
rozpadu odleglos¢ § km z predkoscig v=0.99¢ (¢ - predkos¢ swiatla).

a) Jak dlugi jest czas Zycia mionu mierzony przez nas, a jaki czas Zycia mierzony w jego
wlasnym ukladzie odniesienia?

b) Jaka jest grubos¢ atmosfery przebyta przez mion, zmierzona w jego wlasnym
ukladzie odniesienia?

W tym zadaniu jest mowa o dwoch uktadach odniesienia. Jednym uktadem odniesienia jest
uklad zwiazany z poruszajacym si¢ mionem; oznaczmy przez Tczas Zycia mionu w tym
ukiadzie (czas wlasny mionu). Drugim ukladem odniesienia jest uklad zwiazany z Ziemia,
W tym ukladzie obserwuje si¢ czas Zycia mionu réwny f oraz drogg przez niego przebyta
I=5 km. Predkos¢ wzgledna tych ukladow wynosi v=0.99¢, a wigc konieczne jest stosowanie
zwigzkow relatywistycznych.

a) Zasada dylatacji czasu méwi nam, ze czas w ukiadzie spoczywajacym ptynie wolniej w
sposob opisany ponizsza relacja:

Czas zycia { mionu w ukladzie odniesienia zwigzanym z Ziemia wyznaczymy z obserwacji
drogi, jaka przebyt mion:

czyli:

=16.8 us.
Natomiast czas zycia T mionu w uktadzie poruszajacym si¢ razem z nim wyniesie zgodnie z
rownaniem okreslajacym dylatacje czasu:
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TRANSFORMACJE LORENTZA

2
1=t 1—(%) S

1=24us.
b) Grubos¢ atmosfery przebyta przez mion i zmierzong w jego wlasnym uldadzie
odniesienia oznaczmy przez A. Odleglos¢ ta bedzie rowna iloczynowi czasu wedrowki
mionu 11 jego predkosci wzglgdem atmosfery v, czyli

czyli:

A=vT
1 korzystajac z wezesniej wyliczonej wartosci T mamy:
A=705m.

99. Dwa akceleratory dajj czastki poruszajgce si¢ w przeciwne strony z predkosciami
v =vy = 0.9¢. Obliczy¢ wzgledng predkosé czastek.

Jest oczywiste, ze dla tak duzych predkosci czastek nie mozna zastosowa¢ klasycznej
zasady superpozycji predkosci, ktora w tym przypadku databy rezultat:
Vizgl = V1+vy = 1.8¢.
Rezultat ten jest sprzeczny z tcoria wzglednosci, gdyz otrzymalidmy predkosé czastek
wigksza od predkosci swiatta w prozni. Obliczmy wiec Vyzgl KOTZystajac z relatywistycznej
zasady dodawania predkosci, wynikajacej z transformacji Lorentza
vit+vy
Vizgl = Vv,
1+
)
Przypomnijmy, ze wyprowadzajac powyzsza zaleznos¢ zaktadamy, ze jeden z ukladéw
odniesienia porusza si¢ z predkoscia v (tak jak jedna z wiazek czastek) wzgledem pewnego
spoczywajacego ukladu odniesienia (zwiazanego z akceleratorem). W tym samym ukladzie
spoczywajacym druga wiazka czastek ma predkos¢ vo. Pytamy sig o to, jaka predkosé Vgl
ma ta wigzka czastek w uldadzie zwiazanym z pierwsza wiazka czastek. Po podstawieniu
odpowiednich wartosci otrzymujemy nastepujacy wynik:

_09c+0.9¢ _
Vipzgl = “——I s 0.9945c.
40

2

100. Kosmonauta porusza si¢ w poprzek pojazdu kosmicznego z predkoscia v, =5 km/h
wzgledem $cian pojazdu, Jaka predko$é poprzeczng ma ten kosmonauta wzgledem
Ziemi, jezeli rakieta oddala si¢ od Ziemi z predkoscia 180 000 km/h?

Oznaczmy ukdad odniesienia zwiazany z rakieta przez X’O’Y/. Dalej zatozmy, ze ukiad ten
porusza si¢ z predkoscia v = vy = 180 000 km/h = 50 km/s wzgledem ukiadu odniesienia
XOY zwiazanego z Ziemia. Niech kosmonauta porusza si¢ wzdtuz osi 0/Y z predkoscig
vf, = vy. Pytamy si¢ o to, jaka bedzie predkosé kosmonauty vy zaobserwowana w ukladzie
odniesienia zwiazanym z Ziemia. Z transformacji Lorentza wynika nastgpujaca zaleznosé:
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2
VyZVk l—fz—

W naszym przypadku wartosé v/c = 1.66 - 1074 jest bardzo mata, a wigc uzasadnione jest
wprowadzenie nastgpujacego przybliZenia:
2
1-L =1-
o2

W konsekwencji wzor opisujacy transformacje predkosci poprzecznej przyjmie postac:

1v?
2

N

2
vy = vk(] l"_z) = vp—Av,,
C
gdzie zmiana predkosci poprzecznej:
2
Avy = %V—2vk =7-10"8km/h.
[

A wigc praktycznie predko$¢ kosmonauty w kierunku poprzecznym do kierunku ruchu
rakiety bedzie taka sama w ukladzie odniesienia zwigzanym z rakieta i w ukladzie
odniesienia zwigzanym z Ziemia. Wynika to z malej predkosci rakiety w poréwnaniu z
predkoscig $wiatta w prozni.

ENERGIA RELATYWISTYCZNA

101. Jakie powinno by< napiecie pola elektrycznego, aby zgodnie z zasadami mechaniki
klasycznej poruszajacy si¢ w tym polu elektron uzyskal predkosé swiatla? Jaka
pregdkos¢ w tym polu elektrycznym uzyska elektron wedlug machaniki
relatywistycznej?

Oznaczmy przez U napigcie pola elektrycznego, w ktérym porusza si¢ elektron. Pole to
wykonuje pracg nad elektronem réwng zmianie jego energii potencjalnej w tym polu el/,
gdzie e jest ladunkiem elektronu. Praca ta powoduje z kolei wzrost jego energii kinetycznej.
Jezeli zalozymy, ze predko$¢ poczatkowa elektronu byla rowna zeru, to zgodnie 2z
mechanika klasyczna, uzyskana energia kinetyczna réwna jest:
mv2
E k= = eU
gdzie m jest masa elektronu, a v jego prcdkosma uzyskang w polu elektrycznym.
Podstawiajac w powyZszym wzorze v=c, gdzie c jest predkoscia $wiatta mamy
2

= me
el = 5

Stad otrzymujemy szukane napigcie pola réwne
U mc2
T2
Podstawiajac (z tablic fizycznych):
m=9.1-1031kg, ¢c=3-10%m/s i e=1.6-10"19C,
otrzymujemy U=27-10°V.
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W mechanice relatywistycznej energia kinetyczna rowna jest réznicy energii catkowite) £
(bez uwzglednienia energii potencjalnej) i energii spoczynkowe) E elektronu,

me? 2

Ek=E—E0=——2—mc .

-(2)
Ze wzoru tego wynika, Ze elektron nie moze osiagnaé predkosci swiatla, tak jak jest to
mozliwe zgodnie z zasadami mechaniki klasycznej, gdyzZ jego energia kinetyczna musiataby
by¢ wowczas nieskonczenie wielka, a to w konsekwencji wymagatoby nieskonczenie
wielkiego napigcia przyspieszajacego U. Porownujac relatywistyczne wyrazenie na Ey ze
zmiang energii potencjalnej elektronu odpowiadajaca napigciu pola U, ktdre obliczylismy
poprzednio mamy:

( )

Dokonujac elementarnych przeksztatcen otrzymujemy, ze predkosé jaka uzyska elektron w
polu, w ktoérym zgodnie z mechanika klasyczng uzyskatby predkos¢ rowng predkosci swiatla
Wynosi:

102. Spoczywajace cialo o masie M rozpada si¢ na dwa o masach spoczynkowych
myimy. Wyznaczy¢ energie kinetyczne powstatych fragmentéw.

Zakladajac, ze na rozpadajace si¢ cialo o masie M nie dzialajg zadne sity zewngtrzne,
napiszmy prawo zachowania energii i pedu w ukladzie, w ktorym cialo przed rozpadem
spoczywa.
Mc2 =E| +E, N
0=p1+p2 P
W powyzszym ukladzie rownan Mc? jest
energia (spoczynkowa) ciala przed rozpadem,
Ey, E, energiami  (catkowitymi) produktow

rozpadu, a pyipyich pedami. Poniewaz z my
prawa zachowania pedu e
P1=-P2, P2

m
to 2

2_ .2

P1=P-
Korzystajac z relatywistycznego zwiazku
pomigdzy energia E czasti o masie

spoczynkowej m i pedzie p:
E= c‘/mzc2 +p2 s
mozemy napisac: p% = p%
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L:;‘ —m%c4 = E% ~m%c4
152l —E% =ct (m% —m%).
Z réwnania tego i zasady zachowania energii mamy:
2{mi-m)
Ey-Ey=—p
Réwnanie powyzsze wraz z zasadq zachowania energii daje nam uklad dwoch rownan
liniowych na E| 1 . Rozwigzaniem tego ukladu sa energie:

{
M2c24c2 km%—m%)

Ey= M
} Mzcz—cz( %—m%)

Nas interesujg jednak nie energie calkowite, a energie kinetyczne powstatych fragmentow,
dlatego ze zwiazku, Ze energia calkowita jest suma energii kinetycznej i spoczynkowej
mamy:

2
T =EK —mlc2 :‘—2—,‘4—((M—m|)2 —m%)

2
Ty=FEy—myct = ZC—M((M- 1712)2 - m%),
gdzie 7| i T, sa szukanymi energiami kinetycznymi czastek powstatych w wyniku rozpadu.

103. W spoczywajaca czastke o masie m| uderza czgstka o masie spoczynkowej m, i
energii kinetycznej 7. W wyniku zderzenia obie czastki zespalaja si¢ w jedng
poruszajacy si¢ dalej w calodci. ZnaleZé mase spoczynkowa powstalej czastki oraz jej
predkosé.

Zakladajac, tak jak w poprzednim zadaniu, ze rozpatrywany uklad jest ukladem izolowanym
mozna napisaé dla tego ukladu zasade zachowania energii catkowitej
E 1+ E 2 =E,
gdzie E| =m 2, E; =myc? + T,
- 1 zasadg zachowama pcdu
p=pr

2 p]+p2—p gdzie pl—O
@iz Mase powstalej czastki znajdujemy z
relatywistycznego zwiazku pomig¢dzy energia
moy catkowita czastki, jej masa spoczynkowa 1
mi M pedem:

2
Mzcz_E__pz

W powyzszym wzorze energi¢ E powstale)
czastki mamy dang z zasady zachowania energii, natomiast warto$¢ pedu z zasady
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zachowania pedu p =p,. Warto§¢ p, mozna znaleié poréwnujac réwnania okreslajace
energi¢ E, a mianowicie:
Ez = mzc2 + Tz

2.2 2
Ey=c msc+p3,

2
(m202+T2)

2

stad:

2 _ 2
py; = " —myc”.

Ostatecznie wzor na masg¢ powstalej czastki ma postacé:
2T 1m
C2 '
Aby wyznaczy¢ predkos¢ v powstalej czastki skorzystajmy ze zwiazku migdzy predkoscia
2

M= ‘/(ml +m2)2+

pedem i1 energia catkowita: v= EEE gdzie po podstawieniu ' i p otrzymujemy

c T2(T2+2mzc2)
V= ——— < .
(m1+mz)cz+T2

104. Slonce emituje w ciggu sekundy energie rowng 6.5- 102! KWh. Przyjmujac, ze

promieniowanie Slonca jest stale, znalei¢ czas, w ciggu ktérego masa Slonca zmaleje do
polowy.

Zgodnie z mechanika relatywistyczng Slonce tracac energi¢ wskutek promieniowania
zmniejsza swoja mase¢ zgodnie ze wzorem:
E=AMc?

gdzie E jest energia stracona wskutek promieniowania, a AM ubytkiem masy Slofica po
pewnym czasie t. Oznaczmy dang w zadaniu energie tracong w ciagu sekundy, czyli moc
promieniowania, przez P. Wowczas energia E=Pt. Zgodnie z treécia zadania mamy
AM =M]/2, gdzie mas¢ Slonca M przyjmujemy zgodnie z danymi tablicowymi rowng
1.99-1030kg. Po podstawieniu wyrazenia na £ i AM do wzoru otrzymujemy, ze:
t= Mc?

2P
Po podstawieniu danych liczbowych znajdujemy czas ¢ rowny 1.23 - 1011 1ag, ¢, j. czas okoto
dwadziescia razy dhuzszy niz wiek Ukiadu Slonecznego.
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DODATEK
ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZNIA

KINEMATYKA

RACHUNEK WEKTOROWY

D1. Réwnania ruchu dwéch punktéw materialnych obserwowanych z danego ukiadu
odniesienia, sa nastepujace:
7= (3t+t2,2+t,2t); Pa=(1,21+1)
Znalezé:
a) predko$¢ 1 przyspieszenie punktu pierwszego,
b) predkosé punktu drugiego wzgledem pierwszego,
¢) przyspieszenie punktu drugiego wzgledem pierwszego.

SKEADANIE RUCHOW

D2. L6dz plynie z pradem rzeki z przystani A do B w czasie t; =3 godz, az B do A w czasie
1 = 6 godz. lle czasu trzeba, aby 16dz sptynela z przystani 4 do B z wytaczonym silnikiem?

D3. Predkos¢ todzi wzgledem wody w spoczynku wynosi v;. Woda ptynie w rzece z
predkoscia vy. Jak nalezy skierowaé 16dz, aby przeplyna¢ rzeke w kierunku prostopadtym
do brzegow? W jakim czasie 16dz przeptynie rzeke o szerokosci s? Obliczenia numeryczne
wykonaj dlav) =5m/s, v; =3m/s, s = 80m.

D4. Samolot leci z miasta 4 do miasta B, potozonego wzgledem 4 o s5=2160 km na wschod.
Predkos¢ samolotu wzgledem powietrza wynosi vy = 720 km/h. Obliczy¢ czasy przelotu:
la— przy bezwietrznej pogodzie oraz 1, — gdy na calej trasie wieje wiatr z potudnia na
pétnoc z predkoscia v, = 25 m/s.

RZUTY | SPADEK SWOBODNY

D5. Cialo spadajace swobodnie ma w punkcie 4 predkosé vaq =40cm/s,a w punkcie B
predkosé vg = 250 cm/s. Obliczy¢ odleglosé AB. Przyspieszenie ziemskie g jest dane.

D6. Cialo spada swobodnie na Ziemi¢ z wysokosci h. Na jakiej wysokosci predkosé tego
ciala bedzie n razy mniejsza od jego predkosci konicowej? Obliczenia numeryczne wykonaj
dla /=27 m, n=3.

D7. Rownia pochyla o kacie nachylenia o moze przemieszcza¢ si¢ w kierunku poziomym. Z

Jjakim przyspieszeniem powinna porusza¢ si¢ rownia, aby swobodnie spadajace na nig z gory
cialo znajdowalo si¢ stale w tej samej odleglosci (liczonej wzdhiz linii pionowej) od
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nachylonej plaszczyzny réwni? Zakladamy, ze ruch ciata i rowni rozpoczyna si¢ w tej samej
chwili oraz, ze przyspieszenie ziemskie g jest dane.

DS8. Dom ma by¢ pokryty dachem. Jakie nachylenie nalezy mu nadac, aby krople deszczu
sptywaly po dachu w jak najkrétszym czasie?

D9. Od rakiety, wznoszacej si¢ pionowo do gory, w momencie, gdy ma ona predkosé vo,,
odczepia si¢ na wysokosci h niepotrzebny juz zbiornik paliwa. Obliczy¢ czas spadania ¢ oraz
predkosé v z jaka zbiomnik spadl na ziemig. Przyspieszenie ziemskie g - dane. Opér
powietrza pominag.

D10. W rzucie poziomym predkosé koficowa ciata jest n=3 razy wigksza od predkosci
poczatkowej. Predkosé poczatkowa ciata wynosi vo=9.8mis. Obliczy¢ wysokos¢
poczatkowa rzutu. Przyspieszenie ziemskie g = 9.8 m/s2.

D11. W rzucie poziomym zasieg rowny jest wysokosci poczatkowej. Predkos¢ poczatkowa
ciala wynosi vq. Obliczy¢ czas trwania rzutu oraz predkos¢ koficowa ciata. Obliczenia
numeryczne wykona¢ dla vg =19.6 m/s, g=9.8 m/s2.

D12. Z dachu domu rzucono poziomo kamien z predkoscia vg. Oblicz sktadowa
przyspieszenia kamienia prostopadta do toru po czasie ¢ Obliczenia numeryczne wykonaj
dlavg=186m/s, t=2s.

D13. Chlopiec rzuca pitka z predkoscia v pod katem o do poziomu. Pitka uderza o sciang
znajdujaca si¢ w odleglosci S od chlopca. Wyznaczy¢ wysoko$¢ y na jakiej pitka uderzy o
$ciane.

D14. Jaki powinien by¢ czas opOznienia zaplonu granatu wyrzuconego z predkoscia v pod
katem o do poziomu, aby wybuch nastapit w najwyzszym punkcie toru? Przyspieszenie
ziemskie g jest dane.

RUCH PROSTOLINIOWY

D15. Pierwsza polowe drogi pojazd przebyl z predkoscia vq, a drugg z predkoscia v;.
Obliczy¢ srednig predkosé pojazdu na trasie. Obliczenia numeryczne wykona¢ dla
vi=72km/, v;=90km/Mh. Na wykresic predkosci przedstawi¢ geometrycznie droge
przebyta przez pojazd.

D16. W czasie ¢t predkoéé vg poruszajacego si¢ ciala wzrosta n razy. Oblicz stale
przyspieszenie ciala, predkosé $rednia oraz drogg przebyta przez ciato w czasie ¢. Obliczenia
numeryczne wykonaj dla vg=5m/s,t=8s,n=5Na wykresic predkosci przedstaw
graficznie drogg przebyta przez ciato w czasie ¢.
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D17. Zaleino$é drogi s przebytej przez cialo od czasu ¢ podaje rownanie s = At — B2 +C8,
gdzie A=2 m/s, B=3 m/s2, C=4 m/s3. Znalezé:

a) zaleznos¢ predkoscei v i przyspieszenia a od czasu

b) droge przebyta przez cialo oraz predkos¢ 1 przyspieszenie ciala po uplywie 2s od
rozpoczgcia ruchu.

D18. Na todzi ptynacej z predkoscia v zwingto zagiel w chwili #g, lecz 16dZ plynie w
dalszym ciagu. W czasie tego ruchu dokonano pomiaréw predkosci lodzi. Pomiary te
wykazaly hiperboliczna zaleznos¢ predkosci todzi od czasu (v e 1/1). Znalez¢ zaleznosci

a) przyspieszenia a todz od czasu i predkosci,

b) drogi S przebytej przez 16dz od czasu,

c) predkosci v todzi od drogi przebytej po zwinigciu zagla.

RUCH KRZYWOLINIOWY

D19. Balon odrywa si¢ od powierzchni Ziemi i unosi do gory ze stata predkoscia vg. Wiatr
nadaje mu predkos¢ pozioma v=by, gdzie b=const, y - wysoko$¢ balonu. Znalez¢:

a) droge przebyta przez balon w kierunku poziomym w zaleznosci od wysokosci

b) przyspieszenie balonu, jego sktadowa styczna i normalna,

D20. Kolarz rozpoczynajac jazde pierwsze (=30s jedzie ruchem jednostajnie
przyspieszonym. Jaka predkosé osiaga po tym czasie, jezeli promien kol rowerowych
r=0.35m, a przyspieszenie katowe tych kot € = 0.5 rad/s2?

D21. Znalez¢ tor, po jakim w plaszczyznie XOY leci samolotem ponaddzwigkowym ze statg
predkoscia v pilot, ktory chee aby jego koledzy stojacy na lotnisku ustyszeli w tym samym
czasie huk silnika z catego toru.

D22. Cialo porusza si¢ ruchem plaskim, przy czym predkos¢ polowa ¢ = %ar, natomiast

predkosc radialna vy, = b, gdzie ai b - stale dodatnie. Znalez¢ réwnania ruchu oraz réwnanie
toru we wspolrzednych biegunowych. Przyja¢ warunki poczatkowe ¢(0) = 0, H0) = r.

DYNAMIKA PUNKTU MATERIALNEGO

RUCH POSTEPOWY
D23. Pojazd o masie m=845 kg porusza sie po poziomej jezdni z predkodcia v=57.6 km/h.

a) Jaka musi by¢ stala sita hamujaca, aby zatrzymac ten pojazd na drodze s=10 m?
b) Oblicz czas hamowania pojazdu.
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D24. Dwa jednakowe ciata zwigzane nicig leza na zupelnie gladkim poziomym stole tak, ze
ni¢ tworzy lini¢ prosta. Ni¢ moze wytrzymac naprgzenie nie przekraczajace 19.62 N. Jaka
silg pozioma nalezy przylozy¢ do jednego z tych cial, aby ni¢ si¢ zerwata? Czy zmieni si¢
sita niezbedna do zerwania nici, jezeli miedzy cialem a stolem wystepuje tarcie?

D25. Cialo zsuwa st¢ bez predkosci poczatkowej po rowni pochylej o kacie nachylenia a. Po
czasie ¢t predko$¢ ciala wynosi v. Oblicz wspélczynnik tarcia. Obliczenia numeryczne
wykonaj dla o = 60°, =2 s, v=14.7 m/s, £=9.8 m/sZ.

D26. Jaka predkosc poczatkows v trzeba nadac cialu o masie m, aby wjechalo na szczyt
rowni o dtugoscei /1 kacie nachylenia a, jezeli wspotczynnik tarcia wynosi f? Oblicz czas ¢
trwania ruchu. Przyspieszenie ziemskie g - dane.

D27. Na gladkiej réwni pochytej nachylonej do poziomu pod katem o = 60° znajduje si¢
cialo o cigzarze P=500 N utrzymywane w rownowadze przez sit¢ R dziatajaca w kierunku
réwnoleglym do podstawy rowni. Obliczy¢ warto$é tej sity oraz warto$¢ sity nacisku F, jaka
dziala na rownie.

D28. Jaka sita nalezy dziata¢ w kierunku toru na skrzyni¢ o masie m=100 kg, jezeli
wspolczynnik tarcia /=0.5, aby poruszata si¢ ona ruchem jednostajnym:

a) po torze poziomym,

b) po réwni pochylej w gore, jezeli tworzy ona kat o = 30° z poziomem,

¢) po tej samej rowni pochylej w dol.

Przyjmij, e przyspieszenie ziemskie g = 10 m/s2.

D29. Na koncach niewazkiej nici, przerzuconej przez niewazki blok, zawieszono ciezarki o
masach my = 2 kg i m3 = 3 kg Lzejszy z nich znajduje si¢ o /=2 m nizej od cigzszego. Po
Jakim czasie znajda si¢ one na tej samej wysokosci, jesli puscimy je swobodnie? Przyjaé
g = 10m/s2. Wszelkie opory ruchu pominag.

D30. Cialo 0 masie m rzucono pionowo do gory z predkoscia vq. Zakiadajac, ze sita oporu
powietrza R jest proporcjonalna do predkosci (R = -bv, gdzie b jest dodatnia stata) obliczy¢
czas wznoszenia si¢ ciala do najwyzej potozonego punktu oraz wysoko$é tego punktu.

RUCH CIAL ZE ZMIENNA MASA

D31. Rakieta o masie startowej mg znajduje si¢ w punkcie, w ktorym zewngtrzne sily s
pomijalnie mate. W chwili /=0 zostaje wiaczony silnik, ktéry wyrzuca gazy z predkoscia u
wzgledem rakiety. Wydajnos¢ silnika wynosi p( p = —‘:i—':', gdzie m - aktualna masa rakiety)
1 jest caly czas stala. Znalez¢ zaleznos¢ predkosci rakiety od jej aktualnej masy. Ile wynosi
sifa ciagu rakiety?
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D32. Na transporter sypie si¢ piasek z jednostajng szybkoscia 5 kg na sekundg. Obliczy¢
moc silnika napedzajacego transporter, jezeli predkosé, z jaka ma sig porusza¢ wynosi 2m/s.

SIkA BEZWELADNOSCI

D33. Rowerzysta jedzie ze stala predkoscia v=10 m/s po torze kolowym. Kat nachylenia
plaszczyzny roweru do poziomu wynosi o = 600, Oblicz promief toru.

D34, Jaki powinien by¢ minimalny wspélczynnik tarcia migdzy oponami samochodu a
asfaltem, aby samochéd mogl przejechaé bez poslizgu zakret o promieniu R=100 m z
predkoscia v=80 km/h? Jezdnia nachylona jest pod katem o = 300 do poziomu.

D35. Po ilu obrotach kulka regulatora odérodkowego wprawionego w ruch ze statym
przyspieszeniem katowym e odchyli si¢ o kat o ?

D36. Pocisk wystrzelono z predkoscia poczatkowa vy = 1000 m/s skierowana pod katem
a=600do poziomu z dziala skierowanego na potudnie znajdujacego si¢ na potkuli
péinocnej w miejscu o szerokosci geograficznej ¢ = 609. Obliczy¢ odchylenie pocisku od
linii strzatu w chwili upadku. Okres obrotu Ziemi 7=86201 s.

D37. Jak zalezy okres obrotu plaszczyzny drgan wahadta Foucaulta od szerokosci
geograficznej ¢ ?

PRACA | ENERGIA

D38. Pitka spada z wysokoéci 4 na podiogg i odbija sie od niej wielokrotnie. Jaka predkosé
poczatkowa v nalezy nadaé pilce, aby po » odbiciach wzniosta si¢ na pierwotng wysokos¢,
jezeli wiadomo, ze przy kazdym odbiciu pitka traci k-ta cz¢s¢ swoje) energii. Przyspieszenie
ziemskie - g.

D39. Mala kulka stacza si¢ po rynnie zakonczonej pionowsa pgtla o promieniu r. Z jakiej
wysokosci kulka ta powinna sig stoczyc¢, aby

a) nie odpas¢ od petli,

b) odpas¢ na wysokosdci h =3§r

D40. Oblicz $rednia moc silnika samochodu o masie m=1000 kg, ktory poruszajac sig
ruchem jednostajnie zmiennym w ciagu czasu =10 s od poczatku ruchu uzyskat predkos¢
v=50 km/h. Wspdtczynnik tarcia /=0.01. Pomin wplyw oporu powietrza.

D41. Z jaka najwieksza stala predkoscia moze wjezdzaé samochdd o masie m=900 kg pod

wzniesienie o nachyleniu o« =300, jezeli maksymalna moc silnika wynosi M=50 kW?
Wspdtczynnik tarcia f~0.05. Opér powietrza pominag.
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D42, Sanki zeslizguja sie z pagorka, ktdrego zbocze ma dtugosé /=10 m i jest nachylone pod
katem o =300 do poziomu. Jaka odleglos¢ x przebeda sanki na odcinku poziomym po
zjechaniu ze zbocza, jezeli na catej drodze wspétczynnik tarcia wynosi f=0.2 7

D43. W najwyzszym punkcie doskonale gladkiej kuli znajduje si¢ malefika kulka (punkt

materialny) w polozeniu réwnowagi chwiejnej. Jezeli wychylimy ja z tego polozenia, to

poczatkowo bedzie si¢ ona poruszaé po powierzchni kuli a nastgpnie upadnie na pozioma

podstawe, na ktorej spoczywata kula. Jaka droge przebedzie mata kulka po powierzchni .
duzej kuli 1w jakiej odleglosci od pionu przechodzacego przez srodek duzej kuli upadnie

ona na podstawe, jezeli promien duzej kuli R=1,5m ?

POLA Sit

D44. W statym polu elektrycznym o natezeniu £=15 V/m elektron przebywa w kierunku
pola drogg¢ s=2 m z prekoscia $rednig v=2000 km/s. Oblicz przyrost predkosci elektronu.
Stosunek tadunku elektronu do jego masy 5 = 1.76 - 101! Cke,

D45. Strumien elektronéw rozpgdzony polem elektrycznym o napigciu U1 = 5000 V wpada
miedzy okladki kondensatora plaskiego rownolegle do jego oktadek. Jakie napigcie nalezy
przylozy¢ do oktadek kondensatora, by strumien elektrondéw zostal odchylony o #=3 mm.
Dlugos¢ kondensatora jest /=5 cm, odleglo$¢ migdzy okiadkami d=1.5 cm.

D46. Natadowany pylek o masie m=2.4- 10‘8g znajduje si¢ w rownowadze w polu
elektrostatycznym kondensatora plaskiego. Znalezé liczbg elektronéw znajdujacych si¢ na
pylku, jezeli roznica potencjatow przylozona do ptytek kondensatora U=3000 V, a odleglos¢
miedzy ptytkami =2 cm. Ladunek elektronu e = 1.6 - 10719 C.

D47. W oleju o gestosci p; = 800kg/m3 wytworzono pionowe, jednorodne pole elektryczne
o natgzeniu E = 3.6 - 10° V/im. W polu tym umieszczono naelektryzowana kulke o promieniu
=5 mm i gestosci py = 8600 kg/m3. Obliczyé tadunek kulki, jezeli wiadomo, ze pozostaje
ona w spoczynku.
D48. Cialo o masie m =103 kgi ladunku Q=107%C porusza si¢ w jednorodnym polu
- -
elektrostatycznym o0  natgzeniu  E =100, V/m.Predkos¢ poczatkowa  wynosi
_)
v =vy i m/s. W dowolnie wybranym ukladzie wspétrzgdnych obliczy¢ tor czastki —r)(t)i
jej predkosé V (2).
D49. Elektron o energii kinetycznej E; wlatuje w jednorodne pole magnetyczne o indukgji
B. Ladunek elektronu wynosi e, a jego masa m. Wektor predkosci elektronu lezy w

plaszczyznie prostopadiej do linii sit pola. Obliczyé:
a) promien R okregu, po ktérym bedzie krazyt elektron,
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b) czestotliwosé v obiegu elektronu po orbicie.

D50. Natadowana czastka porusza sie w polu magnetycznym po okregu o promieniu R=4cm
z predkoscia v= 10 m/s. Indukcja pola magnetycznego jest rowna B=0.3 T. Znalez¢ tadunek

g czastki, jesli jej energia kinetyczna jest rowna E; =12 keV {1eV = 1.6 10719 J),

D51. Dwa jony majace jednakowy ladunek elektryczny, ale rézne masy, wpadaja do
jednorodnego pola magnetycznego prostopadie do kierunku pola. Pierwszy jon porusza si¢
po okregu o promieniu 7y = 5 cm, drugi - po okrggu o promieniu ry = 2.5 cm. Okredli¢
stosunek mas jondw, jesli zostaty one przyspieszone jednakowsa rézmica potencjatow.

D52. Natadowana czastka po przejéciu przyspieszajacej roznicy potencjalow U=104 V
wpada w skrzyzowane (pod katem prostym) pola: elektryczne o natgzeniu £=100 V/em 1
magnetyczne o indukcji B=0.1 T. Znajdz stosunek ladunku tej czastki do jej masy, jeshi
czastka porusza si¢ po torze prostoliniowym w kierunku prostopadtym do obu pél.

. = ¢ 372 - . .
D53. Dane jest pole sit F = k4x i+2y°j )N. Sprawdzi¢ czy to pole jest potencjalne.

Jezeli tak, to obliczy¢ potenc_]al tego pola oraz prace sit pola przy przesunigciu czastki z
_)
polozenia 7 1= (4 i +4_] )m, do polozenia 7 2= i +2] Jm.

D54. Energia potencjalna czastki w pewnym polu ma postaé
U=4_-5,

2 r
gdzie a i b sa statymi dodatnimi a r jest odlegloscia od centrum pola. Wyznaczy¢ wartosé
ro odpowiadajaca polozeniu réwnowagi. Czy jest to rtownowaga trwata?

D55. Energia potencjalna elektronu w atomie wodoru wynosi U =— , gdzie e jest

4n80r
fadunkiem elektronu, &g przenikalnoscig dielektryczna prozni, a r odlegloscia elektronu od
Jjadra. Zaktadajac, ze elektron porusza sig po orbicie kotowe;j i korzystajac z postulatu Bohra,
Ze moment pedu L=mvr= %, gdzie m jest masa elektronu, v predkoscia na orbicie, n
liczba naturalna a h stata Plancka - obliczy¢:

a) energi¢ catkowita E elektronu,

b) promienie orbit,

c) predkos¢ i przyspieszenie elektronu na pierwszej orbicie.

POLE GRAWITACYJNE

D56. Sztuczny satelita krazy dookola Ziemi (promien R) po orbicie kolowej o promieniu r.
Obliczy¢ okres obiegu satelity. Obliczenia numeryczne wykona¢ dla r=7938km, R=6280km,
g=9.8 m/s2.
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D57. Na jakiej wysokosci cigzar ciala jest n razy mniejszy od cigzaru tego ciala na
powierzchni Ziemi? Promien Ziemi R=6370 km. Szczegblowe obliczenia numeryczne
wykonaj dla n=9.

ZASADA ZACHOWANIA PEDU, ZDERZENIA

D58. Czlowiek o masie m{ = 60 kg biegnacy z predkoscia vi = 8 km/h dogania wozek o
masie my = 80 kg, ktory jedzie z predkoscig v, = 2.8 km/h 1 wskakuje na ten wozek;

a) z jaka predkosécia bedzie poruszat sie wozek z cztowiekiem?

b) Jaka bedzie predkosé wozka z czlowiekiem w przypadku, gdy czlowiek przed skokiem
bedzie biegt naprzeciw wozka?

D59. Od dwustopniowej rakiety o masie M=1200 kg, po osiagnigciu szybkosci v=200 m/s,
oddzielif si¢ pierwszy stopien o masie m=700 kg. Jaka szybkod¢ osiagnal drugi stopien
rakiety, jesli szybko$¢ pierwszego stopnia zmalata w wyniku tej operacji do vi = 150 m/s?

D60. Granat lecacy w pewnej chwili z predkoscia v=10 m/s rozerwat si¢ na dwa odtamki.
Wigkszy odlamek, ktérego masa stanowita p=60% masy catego granatu, kontynuowat lot w
pierwotnym kierunku, lecz ze zwigkszong predkoscia vy = 25m/s. Znalez¢ kierunek i
warto$¢ predkosci mniejszego odlamka.

D61. Masa startowa rakiety (z paliwem) wynosi m; = 2 kg. Po wyrzuceniu paliwa o masie
my =400 g rakieta wznosi si¢ pionowo na wysoko$¢ h=1000 m. Oblicz predkosé
wyrzuconego paliwa.

D62. Na nieruchomej fodzi o masie mg stoi dwoch ludzi o masach m;im,, jeden na
dziobie, drugi na rufie. W pewnej chwili skaczg oni z predkosciami wzgledem lodzi
odpowiednio u] 1 u;. Kierunki ich predkosci leza na osi fodzi a zwroty sa przeciwne. Opisz
zachowanie si¢ todzi zaniedbujac opor wody.

D63. Poruszajace si¢ cialo o masie my zderza si¢ z cialem nieruchomym o masie m;.
Uwazajac zderzenie za idealnie niesprezyste i centralne, oblicz jaka czes¢ s poczatkowe;j
energli kinetycznej Ey) zamienia si¢ na cieplo. Zadanie to rozwiaZz najpierw w postaci
ogolnej a nastepnie w przypadku: a)ymy =my; b)ym; =9m,.

D64. Cialo o masie M spada z wysokosci H. W polowie wysokosci zostaje trafione poziomo

lecacym pociskiem, ktory wbija si¢ w nie niesprezyscie. Masa pocisku wynosi m = 0.1 M, a
jego predkos¢ wynosi v. Obliczy¢ predkosé uktadu w momencie upadku na Ziemie.

SRODEK MASY

D65, Cialo o masie m| = 2kg, poruszajace si¢ z predkoscia _\;)1 = (3,2,—1)%zderza sie
niesprezyscie z drugim cialem o masie m,= 3kg, poruszajagcym sie z predkoscia
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72 =(2,2,4) . Oblicz predkos¢ koncowa 7polqczonych cial. Jakie energie kinetyczne
mialy te ciala przed zderzemem, w ukladzie srodka masy?

MOMENT BEZWLADNOSCI

D66. Znalezé moment bezwladnosci / jednorodnego szescianu wzgledem jednej z jego
krawedzi. Masa sze$cianu wynosi m, a dtugosé jego krawedzi jest rowna a (rys. jak do zad
68, a=>b=c, 0§ OX przesuni¢ta rownolegle do krawgdz).

D67. Oblicz tensor bezwladnosci bryly sztywnej skladajacej si¢ z siedmin punktow
materialnych: A4 (1,0,2); 4, (0,0,2); 45 (-1,1,0); A4(3,0,0); A5 (-1,-1,-1); A¢(0,0,0);
A7 (2,2,2). Wspélrzgdne punktow podane sa w m, masy punktow z indeksami parzystymi
wynoszg 1kg, a z indeksami nieparzystymi 2kg,

D68. Oblicz tensor bezwladnosci bryly sztywnej skladajacej sie z oémiu punktow
materialnych o masie lkg kazdy, lezacych w wierzcholkach sze$cianu o boku 2m,
wzgledem uktadu odniesienia, ktérego osie sa rownolegte do krawedzi szescianu, a srodek
znajduje sig W

a) srodku szescianu

b) srodku jednego z bokow

¢) wierzchotku szescianu.

D69. Oblicz tensor bezwladnosci jednorodnego sze$cianu o boku 1m 1 masie 1kg wzgledem
ukiadu odniesienia, ktdrego osie rownolegle sa do krawegdzi szescianu, a srodek znajduje sig
w jednym z wierzchotkow szescianu (rys. jak do zad.68, a=b=c, poczatek ukladu
wspbtrzednych przesunigty odpowiednio do wierzchotka sze$cianu)

RUCH OBROTOWY BRYLY SZTYWNEJ

D70. Jaka sita nalezy przycisna¢ klocek hamulcowy do powierzchni kota rozpgdowego o
momencie bezwtadnosci / 1 promieniu R, aby zatrzymac je po uptywie czasu ¢, jezeli wiruje
ono z predkoscia katowa w¢? Wspdlczynnik tarcia wynosi f-

D71. Kolo zamachowe o momencie bezwladnosci /= 245kgm? obraca si¢ wykonujac w
chwili poczatkowej n=20 obr/s i po pewnym czasie zatrzymuje si¢ wykonawszy N=1000
obrotow. Oblicz moment sit tarcia oraz czas, po ktorym kolo zatrzymalo sig.

D72. Jednorodny walec o masie m i promieniu podstawy R obraca si¢ jednostajnie dookota
swej osi symetrii z predkoscig katowa o.

a) Oblicz energi¢ kinetyczng obracajacego si¢ walca;

b) Oblicz moment stalej sity zatrzymujacej walec w czasie t.

Obliczenia numeryczne wykonaj dla m=2 kg, R=30 cm, ® = 20 rad/s, =9s.
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D73. Do obwodu kola rowerowego o masie m=2 kg przylozono stala site styczng F=10 N i
wprawiono je w ruch obrotowy wokot nieruchome;j osi. Jakg energi¢ kinetyczna uzyska koto
po uplywie czasu =5 s od rozpoczecia dziatania sity? Koto rowerowe nalezy rozpatrywaé
jako cienkoscienng obrecz.

D74. Na bloczku o promieniu R i momencie bezwtadnosci /q jest nawinieta ni¢, na koncu
ktorej wisi cialo o masie m. Jaka predkosc katowa bedzie miat bloczek w chwili, gdy ciato
opusci si¢ na odlegtosc A?

D7S. Pionowy stup o wysokosci #=5Sm po podpitowaniu przy podstawie pada na ziemie.
Znalez¢ liniowa predko$E jego gornego konca w chwili uderzenia o ziemie.

ZASADA ZACHOWANIA MOMENTU PEDU

D76. Stolik poziomy obraca sie z predkoscia katowa . Na srodku stolika stoi cztowiek i
trzyma w wyciagnigtych rekach w odlegtosci / od osi obrotu dwa cigzarki o masie m kazdy.
Jak zmieni sig predkos¢ obrotow stolika gdy cztowiek opusci rece? lle razy wzrosnie energia
kinetyczna ukladu? Moment bezwladnosci stolika wraz z czZlowiekiem (bez cigzarkow)
wynosi /.

D77. Na poziomo wirujacym precie o masie M, przez érodek ktorego przechodzi prostopadle
do ziemi 0§, siedzi matpka o masie m. Pret ma dugosé / i wiruje z predkoscia katowa @ .
Jaka bedzie predkosc katowa po przejéciu matpki do srodka ?

DRGANIA HARMONICZNE

DRGANIA SWOBODNE

D78. Rownanie ruchu punktu dane jest w postaci: x = sin (r 1/6). Wyznaczy¢ chwile tyi tq,
w ktorych wystepuje maksymalna predkosé i maksymalne przyspieszenie,

D79. Maksymalna predkosé punktu drgajacego ruchem harmonicznym vo= 2 mfs, a
maksymalne przyspieszenie ag = 3.14 m/s. Napisa¢ réwnanie ruchu tego punktu (zaleznoéé
wychylenia od czasu), jezeli wiadomo, ze faza poczatkowa & = 0.

D80. Drgajacy harmonicznie kamerton jest zrodtem fali akustycznej o diugosci A1 predkosci
v. Obliczy¢ maksymalna predko$¢ punktu kamertonu drgajacego z amplituda 4. Po jakim
czasie predkos¢ tego punktu bedzie n razy mniejsza od predkosci maksymalnej ? Obliczenia
numeryczne wykona¢ dia A =1 m, v=340 m/s, 4=0.5 mm, n=2.

D81. Jak nalezy zmieni¢ dhugos¢ / wahadta matematycznego, aby skompensowaé wphyw
przyrostu temperatury AT na jego okres wahan? Wspotczynnik cieplnej rozszerzalnosci
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liniowej nici wahadta wynosi.A. Obliczenia numeryczne wykona¢ dla /=100 cm, A T=50 K,
A=2-10K7L

D82. Wahadlo matematyczne o dhugosci /1 = 81 cm wykonuje w pewnym czasie ny =20
drgan. Jak nalezy zmieni¢ dhugos¢ tego wahadta, aby w tym samym czasie uzyska¢ ny =18
drgan ?

D83. Jezeli wagon jest w spoczynku, to czestotliwos¢ drgan wahadla matematycznego
znajdujacego si¢ w tym wagonie wynosi f=0.5 Hz. Oblicz czg¢stotliwos¢ drgan tego wahadta
W wagonie poruszajacym si¢ po torze poziomym 2z przyspieszeniem a=49m/s2,
Plaszczyzna drgan wahadia jest rownolegta do kierunku ruchu wagonu. Przyspieszenie
ziemskie g = 9.8 m/s2.

D84. Okres wahan matematycznego wahadla wykonanego z nieprzewodzacej nici 1 malej
kulki o masie m=25 g wynosi 7| = 1.5 s. Po natadowantu kulki fadunkiem g = 1.5 - 1073¢
okres wahadla wynosi 7, = 1.12 s. Oblicz natgZenie pola elektrycznego Ziemi (zakladamy,
ze kierunek tego pola pokrywa si¢ z kierunkiem pola grawitacyjnego).

D85. Wyobrazmy sobie szyb przecinajacy na wskros kule ziemska wzdluz srednicy. Podac
réwnanie ruchu ciata, ktére wpadlo w ten szyb, biorac pod uwagg zmienng warto$¢ sity
cigzkosci wewnatrz Ziemi. Obliczy¢ czas, w ciagu ktorego ciato osiagnie srodek Ziemi oraz
predkos¢ z jaka go minie.

Wskazéwka: Przy zalozeniu, ze gestos¢ Ziemi jest stala sita dziatajaca na ciato we wnetrzu
Ziemi jest wprost proporcjonalna do jego odleglosci od $rodka Ziemi.

D86. Na gumce o dlugosci /1 promieniu r wisi odwaznik o masie m. Wiedzac, ze modut
Younga dia tej gumy jest rowny E znalezé okres drgan odwaznika.

D87. Na cienkiej nici o dlugosci / zawieszano kule o promieniu R=0.1/. Wyznaczy¢ blad
wzgledny €, aki zostanie popetniony przy obliczaniu okresu drgan, jesli potraktuje si¢ ten
uklad jako wahadlo matematyczne.

D88. Plytka wykonuje drgania harmoniczne w kierunku poziomym o okresie 7=5 s.
Spoczywajacy na tej plytce przedmiot zaczyna poruszac si¢ po powierzchni ptytki z chwila,
gdy amplituda drgan osiaga warto$¢ 4=0.4 m. Jaki jest wspotczynnik tarcia pomig¢dzy ptytka
a przedmiotem ?

SKLADANIE DRGAN

D89. Punkt wykonuje rownoczesnie dwa wzajemnie prostopadle drgania x =2sinntoraz
y = 2sin(nt + n/2). Znalez¢ tor ruchu punktu.

D90. Napisa¢c réwnanie ruchu otrzymanego w wyniku nalozenia dwoch jednakowo
skierowanych ruchow drgajacych harmonicznych o jednakowym okresie 8 s 1 o identycznej
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amplitudzie 0.02 m. Roéznica faz migdzy tymi drganiami wynosi /4, a faza poczatkowa
jednego z tych drgan jest rébwna zeru.

DRGANIE TLUMIONE | WYMUSZONE

D91. Logarytmiczny dekrement drgan ttumionych wahadta réwna si¢ 8 =0.02. Obliczy¢ ile
razy zmniejszy si¢ amplituda drgan po 100 catkowitych wahnigciach.

D92. Okresli¢ logarytmiczny dekrement drgan thumionych wahadla o dlugosci /=50 cm,
jezeli w ciagu 8 min. wahan traci ono 99% swojej energii.

D93. Wagon kolejowy o ciezarze Qg = 21582 N jest zawieszony na 4 resorach. Przy
zwigkszeniu obcigzenia o Q7 = 9810 N resor ugina si¢ o s = 0.016 m. Dla jakiej predkoscei
pociagu moga wystapi¢ rezonansowe drgania wagonu pod wplywem uderzef kot o zlacza
szyn? Dlugo$¢ szyn /=12.5 m.

MECHANIKA RELATYWISTYCZNA

TRANSFORMACJE LORENTZA

D94. W tym samym miejscu korony stonecznej w odstepie 12s nastapily dwa wybuchy.
Rakieta poruszajaca si¢ ze stala predkoscia wzglgdem Slonca zarejestrowata oba te
zdarzenia w odstgpie 13s.

a) lle wynosi odleglo$¢ przestrzenna Al miedzy wybuchami w ukdadzie zwigzanym z
poruszajaca si¢ rakieta?

b) Jakg wartos¢ i jaki kierunek ma wektor predkosci rakiety?

D95. Czy mozna znalezé taki uktad odniesienia, w

korym Chrzest Polski i bitwa pod Grunwaldem 1 ct[km]

zaszlyby: 8 D C

a) w tym samym miejscu?

b) w tym samym czasie? 6

D96. Na diagramie Minkowskiego przedstawione sa 4r

cztery zdarzenia A, B, C i D. Sklasyfikowaé interwaty [ A B
czasoprzestrzenne migdzy kazda parg zdarzen. Poda¢ 2

charakter zwiazku przyczynowego dla kazdej pary ™ L] 1 .
zdarzefi, implikowany przez typ interwalu 0 2 4 6 8y [Em]

czasoprzestrzennego.
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D97. Dhugos¢ nieruchomego pociagu jest taka sama jak dtugosé tunelu. Pociag ten jedzie z
predkoscia v. Czy poczatek i koniec pociagu ming kofice tunelu dokladnie w tym samym
momencie czasu?

D98. Jak diugo trwal przejazd pociagu przez tunel w sytuacji opisanej w poprzednim
zadaniu? Czas przejazdu At okreslamy jako odstgp czasu pomigdzy momentem, kiedy pociag
mija wlot tunelu i chwilg gdy koniec ostatniego wagonu znajduje si¢ przy koncowej
krawedzi tunelu. Czy czasy mierzone przez obserwatora zewnetrznego i pasazera pociagu
beda jednakowe?

ENERGIA RELATYWISTYCZNA

D99. Znajdz energi¢ wydzielajacg si¢ przy powstawaniu z protonéw 1 neutronéw 1 g helu,
korzystajac z nastgpujacych danych: masa protonu mp = 1.007277 jma, masa neutronu
Mn = 1.008665 jma, masa jadra helu mg, = 4.001509 jma, 1 jma= 1.6604 - 1027 kg, liczba
Avogadro N4 = 6.025 - 1023 mol~!. Predkos¢ swiatla w proznic=3 - 108 m/s.

D100. Kreacje pary czastek elektron-pozytron uzyskano za pomoca promieniowania
elektromagnetycznego o czestotliwosci f=6- 1020 Hz. Oblicz energi¢ kinetyczna
uzyskanych czastek. Masa spoczynkowa elektronu mg=9-1073! kg, stata Plancka
h=6.6-10734Js. Predkosé $wiatta w prozni ¢ = 3 - 108 m/s.

D101. Relatywistyczna masa poruszajacej si¢ czastki jest #=1.25 razy wigksza od jej masy
spoczynkowej.  Oblicz  predko$¢  czastki.  Predko$¢  $wiatta w  prozni
c=3-108m/s.

D102. Czastka o masie spoczynkowej mg przyspieszona zostata do predkosci v=0.6c.
Predko$¢ $wiatta w prozmi ¢=3*10 m/s. ¢ = 3 - 108 m/s. Jak zmienita si¢ masa czastki i jaka
jest jej energia kinetyczna? Obliczenia numeryczne wykonaé dla mg = 6.64 - 10727 kg,

D103. W wyniku rozpadu pewnej czastki powstaja dwie nowe czastki o masach mi m,.

Wartodci pedow powstalych czastek wynosza odpowiednio piip;, a kat miedzy nimi
réowny jest o.. Jaka byla masa M rozpadajace;j sie czastki?
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ODPOWIEDZI

DL &) v;=0G+2412), a;=(2,0,0)
b) Vy-Vi=(3-21,-1)

Q) dy-d1=(-2,0,00=-a.

D2. z=7ﬂ= 12 godz.
D3. Aby przeplynqc rzeke prostopadle do jej brzegdéw nalezy skierowa¢ 16dz pod prad pod

katem o, sino = wzglqdem brzegu rzeki. Czas przeplynigcia rzeki wyniesie
t=—2— = 20 s

[2_2
Vitva

D4. ta =5 =180, 15 =

=181.42 min.

S
[22
2 2
Vp—V
D5. AB = % =31lcm.
g

D6. hx = h(l - lzj =24m.
n

D7.a=gctgo.

D8. = /gs—iii(ifu) , gdzie d - szerokosé domu, o - kat nachylenia dachu, =1, dlaa =%

Z.
5 v0y+ ’v%y+2gh
D9.v= [v§,+2gh, 1= —'F—.

4
2( 2
D10. H=#=39.2 m

2
D1l 1= =2 =45, vi=vo /5 =43.8 mks.

_1
D12. an =v0g(v(2) + g2t2) 2 = 6.9m/s2.

2
D13.y=h+S-tga— -——fs——, h - wysoko$c, z ktorej chlopiec rzuca pitka.
-~ 2 vocos2

D14. 1= vo2e,

2
D15. ver = 7;}:—2 80km/h. Droga przebyta przez pojazd jest réwna polu pod krzywa

przedstawiajaca 5aleznosc prqdkoscx tego pojazdu od czasu.
D16. a=(n— 1) =2.5m/s?, v=vp™t = 15mis, s =vor 2t = 120m.
D17. a)v=A-2Bt+3Ct?, a=-2Bt+6Ct,

b)s =24m, v=38m/s, a = 42m/s?

L _Voto v
D18. a) a= —t—2 VOtO’

b) S —votoln 5 V=voexp (—%) .
b 2
D19. a)x= vy
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b2v2 b2v3s
2 2 0 0
ba=1lz+b2v,a= + , Qs =
) & 0 an =& T 22 BT e

D20.v=crt=5.25m/s

C
VZ—C2
samolotu od poczatku uktadu wspotrzednych, ¢ - predkos¢ dzwigku.
a bt+r0 b
D22. {)=rg+ bt' o() = == ¥ 7' =T0eXpP 0.
a) F="" - 10816N,

b) t— == l 25s
D24. F > 2F n =39.24N. Sila nie zmieni si¢ pomimo tarcia migdzy cialem a stolem. F, - sila
naprezenia nici.

D21. W ukladzie biegunowym (@)= rgexp [— ) ro - poczatkowa odleglos¢

_gtsina~v _
D25. k= gicosa — 023
21
D26. vy = J2gl(sina +fcosa) , f prEy——
D27. R=Ptga.=866N, F= m—sa =1000N.

D28. a) F=mgf=500N,
b) F = mg(sina +fcosa) = 915N,
¢) F=mg(sina —fcos o) = 66 N.

D29, = JM

g(’"?""l) ( b \

-m b =n eV et | =
D30. ¢ = bln(1+mgvo), h= b[(vo+ 5 )\1 e m ) gtj|.
D31. v= ulnﬁmg =uln—— Py pt, F=up,
D32. P=v2p =20W, gdzie V- predkos'é transportera,
p ==~ — szybkos¢ sypania si¢ piasku na trnsporter.
D33. R=v2E% = 17.6m.
D34. k= Rega-s? =0.057
Rg+v tga

D35.n= @, n - ilo$¢ obrotoéw

87“/3 . . 2
D36. Ax = T2 singcosa sin“o = 1545.5m.

g

D37.7=-22 =1z gdzie » - predkoscé katowa Ziemi, T» = 24 h - okres obrotu Ziemi.

osing smq)’

D38. vg = ,/2gh[(1 - )-" -1]

D39.a)H = r b)H=
D40. M = Em v(fg+ 7) =10.3kW.
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M

mg(sin o4fcos o) =104m/s.

D41, v=

s'ma—}’cosa -16
D43, Rarccos% = 1.26m,x=RLi§—+gg(10— ,/To)]:z.wm.

D42. x =1

s - droga przebyta po powierzchni duzej kuli, x - odleglos¢ upadku kuli
D4d. Av= 2 = 26410 mss.
D45, U = 4hdU1 /17 =360 V.

D46. n= 52 = 9810
D47.g=dnr’gP = 111-108C
- - - -
D48. 7 =7 otvot i +g—:t2j =Fotvoti +52 ),
- S5 5 o>
v =vg I +%t J =vgi +10j _r)o - polozenie poczatkowe ciata
IZEkm eB
D49. a)R2=E B b)V=21t—m'
D50. g =k =32-1071%C.
2
m_('_l) _
D51 7o =5 ) =4
4__E* _481.107
D52, 7= =481-107 Ckg

D53. Pole jest potencjalne, potencjal pola U(x,y,z)=—%x3 —%y4+ const,a praca
W=U(4,4,0)-U(1,2,0) = =204 J.
4
= —b—3— >0 - rownowaga trwala
r=ro 8a
D55. Z danej postaci energi potencjalnej wynika, ze sita dziatajaca na elektron od jadra

e

2a. d*U
D54. Fo = T, dr2

wynosi co do wartosci F'= i jest skierowana do érodka. Poréwnujac ja z sila

4megr 2

odérodkowa otrzymujemy zwiazek migdzy v i r. Korzystajac dodatkowo z postulatu Bohra
wyzna czamy Vv i r jako funkcje n. Otrzymujemy:
2,2
o me? _ _Eh o _ e? _ meb

8)E=En= 8€0h2n2’ Dy r=rn= 1rme2n ’ 2hey’ a= 4h4eg'
DS6. T=2n% [ = 1h59min,
D57, h=R(JA — 1) = 12740km.

km1v1+m2v2)

D58. a)v=—————— =5.03 km/h.

my+my

_ mivy—mavy _
b) v= o =1.83 km/h.
Mv-mv,

Mm

D59. vy = 270m/s.
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JAD|

D60. v; = — -
D61. v= (——l) 2gh =560m/s.

=12.5m/s.

mauz-myuy
mg
Ekl Ek my _ _
D63. ¢ Ek m—z— 3)8—0.5 b)S—O.]
D64. Na skutek zderzenia z lecacym poziomo pociskiem cialo uzyskuje predkos¢, ktorej

D62. Przyjmujac za dodatni zwrot predkosci uy, v=

H .
sktadowa pozioma réwna jest —==, a pionowa . Predkosc¢ koficowa vj, wynosi

M’

vk=J(m—':M)2v2+( ) gH+gH.

- -
+ L, , .
D65. 7=m—vmi+::—§v2=(2.4 2,2)m/s. W ukladzie $rodka masy predkosci ciat przed
e T
zderzeniem wynosza ¥ 1= V11— V, U= V- Vv, aich energie kinetyczne

mi

s 2
Ep= —936J Ep=—= 3 2_624].

aa ) 9
D66./=p ”(y +zz)dxdydz=§pa5:§ma2
00

7

O

D67. [ = E (y, +z)—34kgm Iyy—45kgm Iz =35kgm?,

i=1

Iy= '21 mx;y; = -8kgm?, Iz =—14kgm?, Iyz = ~10kgm?,

1=

D68. a) Przyjmujac, ze wspotrzgdne punktéw (w m) wynosza:

Ay =(LL1);  Ay=(CLL1;  A3=(,-1,1);  Ag=(1,1,-1);

As=(-1,-1,1); Ag=(-1,1,-1); A47;=(Q,-1,-1); Adg=(-1,-1,-1)
skladowe tensora bezwladnosci sq rowne odpowiednio:

a)ln—lyy——lzz—lékgm Ixy—lxz—]y-—o

)[xx—IW—24kgm Izz--32kgm2 Ixy——8kgm Ixz—lyz——4kgm
¢) I = Iy = Izz = 32kg m2, Iy =[xz = I; = —8kg m?.
aaaq

D69. [xx = pj”(yz +zz)dxdydz= %pa5 = %maz2 = %kgmz.

00

aaa 1 s 1 ) )
Ixyz—p(j;(j;gxydxdydz:—zpa =—yma” =—zkgm*.

Iy

Z symetrii /zz =
N n?
D71. 1=2% =100s, M7= In~ = 308 Nm.

D72. 2) By =mR?w2/4=18], b)Mp=mR*3 =0.2Nm.
F2:2 B
D73. B =5 =625).
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2hmg
Ig+mR%

D75.v= [3gh.

D76. Zaktadajac, ze po opuszczemu hantle znajduja si¢ na osi obrotu stolika, bedzie on miat

predkosc katowa @ = ( 1+ 222 ) o, aenergia kinetyczna ukladu wzrosnie | 1 + 2"‘11 )

D74. 0 =

razy.

3
D77.(1)2 =(x)1(1 +ﬁ)
D78. 1ty =6k, ta=3+6k k=0,1,2,..

2
V,
D79. x = -2sin (ao ) =1.27sin(l. 57t)

aO
D80. Vmax = 2743 = 1.07m/s, = EV =49-107%s.
_ AT
D81. Al = AT = =1mm.

2
DS82. Al=ll[%— 1] =19cm - wahadlo nalezy o Al wydluzy¢
n
2
1

2
DS3. /3 =j(1 +“—2) 4053 Hz
4

(1212 -1)
D84. £ = mg———7—— =130 Vim.
D85. Sita dnalajqca na cialo wewnatrz Ziemi wynosi F = ——x gdzie R - promien Ziemi, g

- przyspieszenie ziemskie, m - masa ciala, x - wspolrzcdna poruszajacego si¢ ciala w
ukladzie, ktorego poczatek znajduje si¢ w $rodku Ziemi. Réwnanie ruchu:

x= Rcos( J; ) okres dtgan: T=2n ‘/_ Ciato osiagnie $rodek Ziemi po czasie 7/4, a
jego predkos¢ rowna jest wtedy v= \/:gﬁ .

D86. T=2n /Lz’
E

D87. Okres drgan wahadla 7T=2=n gdme I——mR2+m(l +R)2 moment

bezwladnosci  kuli, okres  drgan wahad}a matematycznego T, =2% '/Z s
g= T;:'" = /1214 -120.1=10%.
DS8. p=4n24 ~0.1

nw=dntrs

: : : x2 }’2
D89. rownanie elipsy T+ =L

D90. x=3.7-102sin (20 + X m,

D91. n =exp (k8) = exp(2) = 7.39, gdzie k= 100.
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D92, &= Jg; 12' };E—O 0.3, gdne—-OOl jest stosunkiem energii po

czasie ¢ 1 poczqtkowej.
D93.v=1 /g—:)-g— ~ 66.4m/s= 239 km/h.
D94. a) Z niezmiennczosci interwalu czasoprzestrzenego A/=1.5- 10°m

b) v=1.15-108 m/s.
D95. Interwal czasoprzestrzenny miedzy tymi zdarzeniami jest typu czasowego. Moina
znalez¢ uktad, w ktorym oba zdarzenia zajda w tym samym miejscu; predkos¢ tego ukladu
vz 1.1 km/rok. Natomiast nie mozna znalez¢ uktadu, w ktérym te zdarzenia zaszlyby w tym
samym czasie.
D96. 51243=—49km2, sic=—11km2, SiD=35kn'l2,

2 2 2 _ 2 _ 2
SBC—-24km,sBD-0,sCD——24km.

Interwaly pierwszy, drugi i szosty sa typu przestrzennego, interwaty trzeci i czwarty typu
czasowego, a interwal piaty jest interwatem zerowym.

D97. Oznaczajac przez t; moment czasu, w ktérym koniec ostatmiego wagonu mija wlot
tunelu a przez f, moment czasu, w ktérym poczatek pociagu mija wylot tunelu, a przez /

dtugos¢ tunelu
] 2
t2—t1=70[1— 1—(%) ]

. I | 2
D98. Czas mierzony przez oberwatora zewngtrznego Af = 70(1 +,/1- (‘c—') j;

(Ar—l,lo)
. v
czas mierzony przez pasazera Aty = ——— = At.

(1)

D99. E = [2(mp +mn) ~ mp,]c*N g 57~ = 6.83 - 1011 J.

D100. £ = hf - 2mpc? = 2.34-10713 .

[N

D101. v= c(l - Lz) =1.8-108mJs.
n

D102. m=1.25my=8.3 10727 E, =0.25mpc? =1.5-10710],

D103. M? = (m +m%) +2[‘/(p%+m%c2) (p§+m%) —plpzcosaj/c2.

130



	Kinematyka
	Rachunek wektorowy
	Składanie ruchów
	Rzuty
	Ruch prostoliniowy
	Ruch krzywoliniowy

	Dynamika punktu materialnego
	Ruch postępowy
	Ruch ciał ze zmienną masą
	Siły bezwładnosci
	Praca i energia
	Pola sił
	Pole grawitacyjne

	Dynamika układu punktów materialnych
	Zderzenia
	Środek masy
	Moment bezwładnosci
	Ruch obrotowy bryły sztywnej
	Zasada zachowania momentu pędu

	Drgania harmoniczne
	Drgania swobodne
	Składanie drgań
	Drgania tłumione i wymuszone

	Mechanika relatywistyczna
	Transformacje Lorentza
	Energia relatywistyczna

	Dodatek
	Zadania
	Odpowiedzi

	info:    kitajlowicz@wp.pl

