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Wstep

Niniejszy zbibr zawiera zestawy zadan, ktére w ubieglych latach studenci Poli-
techniki Wroclawskiej rozwiazywali na kolokwiach i egzaminach z Analizy mate-
matycznej 2. Zadania z tych sprawdzianéw obejmujg calki niewladciwe, szeregi
licsbowe 1 potegowe oraz rachunek rézniczkowy i calkowy funkcji wielu zmien-
nych wraz z zastosowaniami w fizyce i technice. Do wszystkich zestawéw egzami-
nacyjnych o numerach nieparzystych podane sg odpowiedzi. Zbiér zawiera takze
komplet zestawéw zadah z egzaminéw na oceng celujaca wraz z odpowiedziami i
wskazéwkami.

Opracowanie pozwala studentom zapoznaé sie z rodzajami oraz stopniem trud-
noéci zadan kolokwialnych i egzaminacyjnych. Jest to jednoczesnie dodatkowy ma-
terial do samodzielnej nauki. Zestawy zadai z tego zbioru mogg byé wykorzysty-
wane przez wykladowcéw oraz prowadzacych éwiczenia na kolokwiach i egzami-
hach.

Zbiér zadan ,Kolokwia i egzaminy” jest trzecig czescia zestawu podrecznikéw
do Analizy matematycznej 2. Pozostalymi czesciami zestawu sa ,,Definicje,
luierdzenia, wzory” oraz ,Przyklady i zadania”.

Do tego wydania podrecznika dotaczono najnowszy zestaw zadan z egzaminu
mn oceng celujacy wraz z odpowiedziami. Ponadto poprawiono zauwazone bledy
i usterki. Dzickujemy Kolezankom i Kolegom z Instytutu Matematyki Politech-
niki Wroclawskiej za zestawy zadan z kolokwiéw i egzaminéw, a takze za uwagi o
poprzednich wydaniach.

Marian Gewert Zbigniew Skoczylas

[nstytut Matematyki Instytut Matematyki
Politechnika Wroclawska Politechnika Wroclawska
gewert@im.pwr.wroc.pl z.skoczylas@im.pwr.wroc.pl



Zestawy zadan z kolokwidw+

Pierwsze kolokwium

Zestaw |

oo Isunust
1. Zbadaé zbieznosé szeregu ——nil:—ﬁ
e

e vn+2

1 2
2. Funkcje f(z) = In ( 1 i— ;:) rozwingé w szereg Maclaurina i okreélié jego

. promien zbieznosci.
sin® z
3. Uzasadnié, ze figura D ograniczona krzywg y = —\/—_—_g— oraz prostymi x = 0,
x©.

™
=g, Y= 0 ma skoficzone pole.

4. Niech f(z,y,2) = e*~%¥. Narysowaé zbiér punktéw (z,y, 2) € R? spelniajg-
cych warunek

83 f
f(l',ys Z) - W(xa R Z)
. . . a—+/a®—zy .
5. Obliczyé granic lim ———= gdziea > 0.
OBRNE im0 my 0 F

1. Niech f(z,y, z) = €T*Y. Narysowaé zbiér punktéw (z,y,z) € R3 spelniajg-
cych warunek

o3 f
f(xsyaz) = W(:?’y’z)-

# Od roku akademickiego 2000/2001 na obu kolokwiach studenci otrzymujg do
rozwigzania w czasie 60 min. po 4 zadania.




10 Zestawy zadari z kolokwidw

2. Funkcje f(z) = In (1 + 3z + 22%) rozwina¢ w szereg Maclaurina i okreglié
jego promien zbiezno$ci.

o ) ’n,2
3. Zbadaé zbieznosé szeregu Z ( L ) 3",

= n+1
o
4. Zbadaé zbieznosé calki niewlasciwe]j / -
z3+1
0

5. Zbadaé, czy funkcja f okreslona wzorem
tgzy
f(z,y) = " dla (z,y) # (0,0),
0 da  (z,y) =(0,0)
jest ciagla w punkcie (0, 0).

o<

d
1. Korzystajac z definicji obliczyé calke niewlasciwg / E%Z

2v3

oo
Ty T\"
2. Zbadaé zbieznoéé szeregu E (—) nl.
n
n=1

5
3. Znalezé szereg Maclaurina funkcji f(z) = z%e™® i okreéli¢ przedzial zbiez-
nosci tego szeregu.

n
2n2 +1°

[oo]
4. Zbadaé zbieznosé i zbieinosé bezwagledn szeregu » (—1)"
i n=1
5. Korzystajac z twierdzen o rézniczkowaniu i/lub calkowaniu szeregdw pote-
= 2n+1
A

gowych obliczy¢ sume szeregu
n=1

it

3
dz
1. Korzystajac z definicji obliczy¢ catke niewladciwag / —,
, 0 — 22
4 v T
3
411
on 4 5n .

xR
2. Korzystajac z kryterium Cauchy’ego zbadaé zbieznos¢ szeregu Z
n=1

3. Korzystajac z odpowiednich twierdzen z teorii szeregéw uzasadni¢ réwnoéé

Pierwsze kolokwium 11

4. Sformulowaé kryterium calkowe zbieznosci lub rozbieznoéci szeregdw. Ko-
o
taj tego kryteri badaé zbieznosé E n
rzystajac z tego kryterium zbadaé zbieznosc¢ szeregu 2 S

5. Wyznaczyé przedzial zbieznosci szeregu potegowego
% 3
n

12n

n==0

(x—ijS)"._

Zestaw |l -

1

, - o
1. Zbadaé zbieinosé calki niewlasciwej / @+l) g,
zYz
. 0
o 1
2. Uzasadnié zbieznodé szeregu E lntg ~3-
n=

3. Dla jakich wartoéci parametru a € R, funkcja f okreslona wzorem

az? + 3y*
fey)={ Ty W @#00
a dla (z,y) =(0,0)

jest ciagla na plaszczyZnie? OdpowiedZ uzasadnic.
4. Wyznaczyé réwnanie plaszezyny stycznej w punkcie (1,1,20) do wykresu
funkgcji
z
z = arctg —.
20

50
5. Znalezé ekstrema lokalne funkeji f(z,y) =zy+ — + 7
: z

[o o]

2 .
sa e e .. . , .. . [xz°t+smzx

1. Uzasadnié zbieznoéé calki niewladciwej | —————dz

z* +sinz

Ay

2
2. Wyznaczyé przedzial zbieznodci szeregu potegowego
" i n(z — 1)"
— .
~ n+ 1
3. Dla jakich wartosci parametru a € R, funkcja f okreslona wzorem
z%y
- da (.’l:, y) # (an)a

f@,y) =1 =2 +y?
a dla (z,y)=(0,0)
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Jjest ciagla na plaszczyznie? Odpowied? uzasadnié. 4. Niech u(z,y) =zy +zf (y_) , gdzie f jest dowolna funkcjg jednej zmiennej
x

majaca ciggla pochodng. Sprawdzié¢ réwnosé
ou

Ou
a:‘(,3—+y-é——my+u

5. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkeji f(z,y) = z* — zy + y? — 54Iny.

4. Korzystajac z rézniczki funkeji dwéch zmiennych obliczyé przyblizong wartosé
wyrazenia
0.9719% 4 1.05%97,

5. Wyznaczy¢ ekstrema, lokalne funkeji f(z,y) = 22 + zy + y* —6lnz.

Zestaw il

1

z+1

1. Uzasadnié zbieznosé calki niewlasciwej / 15 1 \/— 1. Niech g(u,v) bedzie funkcja o ciaglych pochodnych czastkowych drugiego

rzedu spelniajacg réwnanie

o 1 629 d%g
2. Zbadaé zbieznosé szeregu Z nsin 3 u? 6112 =0.

" Pokazaé, ze funkcja f(z,y) = g (z? — y?, 2zy) spelnia réwnanie
3. Dla jakich wartosci parametru a € R, funkcja f okreslona wzorem 52 f 52 f

2?2 +y? =5 +t55=0
dia (2,3) # (0,0), 827 " By
f@y)=4¢ Vo2 +y2+4-2 . o . '
a dla (z,y) = (0,0) 2. Funkdje f(z) = Fp— ) rozwimyéwszereg Maclaurina i okredli¢ przedziat
k] ) T

Jjest ciagla na plaszczyznie? Odpowiedz uzasadnié, jego zbieznosci.

4. Obliczyé pochodng kierunkows, funkgji f(z,y,2) =In(z +y? + z%) w punk- 3. Pokazaé, ze funkcja f okreslona wzorem

. . 1 -1 2 z? —y?
cie (zo, %o, 20) = (1,1, —1) w kierunku wersora ¥ = [ —, —, — } . —— dla (z, 0,0),
(0, 30,20) = ( ) <\/6 V6 x/€> e fley) =4 arty? (=9) 70,0
2 1 p dia (z,5)=(0,0)
5. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = 2%y + = + =. ;*_ 9 P}
z Yy j.i_ g jest ciagla w punkeie (0,0) i obliczyé a—i(0,0), —5(0, 0).

4, Obliczyé objetodé bryly V ograniczonej powierzchnia powstala przez obrét
dookola osi Ox krzywej

2—sinz 1
1. Uzasadnié zbieznoéé calki niewladciwej | —————e~3% dx. Y =
zasa ieznos¢ caiki niewlasciwej [ > s z N

0
2. Wyznaczyé przedzial zbieznosci szeregu potggowego

(z ~
Z n2+2

=1

3. Dla jakich wartoséci parametru a € R, funkcja f okreslona wzorem

sin (az” + y?)
f@y) =4 "2y & @9 #00)
1 dla (z,y) = (0,0)

jest ciagla na plaszezyznie? Odpowiedz uzasadnié.

1 1. Niech f(z,y) =g (\/:1:2 + y2) , gdzie g jest funkecja jednej zmiennej dwukrot-
nie rézniczkowalng. Sprawdzi¢, ze zachodzi réwnoéé

62)‘ &f dg ldg

8z2 a2 dy? @ rar

s




£LCSLawy zadan z Koiokwiow

1

.’ r'd 2 2 —_— 2
2. Uzasadnié réwnoséé / e” % dx =
0 . n=0

= (=1)»

3. Sprawdzié, czy funkcja f okreslona wzorem
zy
- dla |z ,
flzy) =4 27 —y? =17 b
o dia o = Jy]
ma pochodne czastkowe ——(0 0) (0 0).

4. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbieznoéé calki niewladciwej
1
dz
T 2
0 (.— — arccos m)

2

o0 T
5. Zbadaé zbieznosé szeregu 2 ntl- \/—

n2 + 2

n=1

1. Niech g i h beda funkcjami jednej zmiennej dwukrotnie rézniczkowalnymi.

Uzasadnié, ze funkcja

_z Y
f@,y) = _h() +g (x)
spelnia réwnanie
2 2
O°f | L0 of of _
Voaoy TV Gy T t W5, =0

2. Pokazaé, ze funkcja f okreslona wzorem

ﬁ' dia (z,9) # (0,0),

0 dia (z,9) = (0,0)
ma obie pochodne czastkowe pierwszego rzedu w punkcie (0, 0).

3. Funkcje f(z) = sin®zcos®z rozwingé w szereg Maclaurina oraz okredlié

przedzial jego zbieznosci.

2 2\ o
flz,y) = (@ +7)sin

4. Obliczyé calke niewlagciwg /

Vzx — :L'2
PRSP ' n-—1
5. Zbadaé zbieznoéé warunkows szeregu Z(—l)"m.

n=2

Plerwsze kolokwium
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1. Niech p i ¢ beda dwukrotnie rézniczkowalnymi funkcjami jednej zmiennej.

Uzasadnié, ze funkcja f(z,y) = ap (———) +q <§> spelnia réwnanie

52 52 0% f
OF \opy 2L 200
6 5 +2zy Y3200 By +y 5y
(o]
Vz dz

2. Zbadaé zbieznosé calki niewlasdciwej BT
0

8 f
3. Zbadaé istnienie pochodnej czastkowej —— 20y (0 0) funkcji

2 dla (z,9) #(0,0),
— .’IZ2 2
f(x’y)“{o G @)= 0,0,

[«

(o o]
1
1
4. Zbadaé zbieznoéé warunkows szeregu Z(-l)”"‘ tg -~
n=1
j inieci ji = ¢ szereg Mac-
5. Wykorzystujac rozwiniecie funkeji f(z) =In(1'+ a:) wyznaczyé sz Lac
lagrina funkcji g(z) = In (14 3z + 22%) oraz okresli¢ przedzial jego zbiez-

noéci.

Zestaw IV

1
1. Obliczy¢ sume szeregu Z m

2. Niech f(z,y)= \/ x8—8y3. Zbadaé, czy istnieja pochodne czgstkowe
b3}
00, oo
[oe]

. il '
3. Zbadaé zbieznosé calki niewladciwej / (—2- — arctg w) dz.
1

x z
4. Napisaé rozwiniecie funkcji f(z) = I szereg Taylora o érodku w
punkcie zg = 3.

S _ sin (2% + y%)
5. Zbadaé, czy istnieje granica (m,ygl—»n%o,o) BECET




Zestawy zadari z kolokwiéw

. Znalez¢é réwnanie plaszcz j j
, : yzny stycznej do wykresu funkeji z = 22442, kté
Jest réwnolegla do plaszczyzny 3z — 6y + 22 — 17 = 0. ! T e
- Korzystajac z twierdzen o szeregach uzasadnié féwnoéé

n

lim —— =
n—oo (2n)! 0
Sformulowaé wykorzystywane twierdzenia.
(6 —2z)"

’ . . - w
. Wyznaczyé przedzial zbieznosci szeregu potegowego E —
3n4-2n -

n=1
3

dz
v9—z2
- Znalezé punkty ciaglosci funkcji f okredlonej wzorem
few-{ | @ vse

. Zbadaé zbieznoséé calki niewlasciwej /
0

2z -1 dla y> 22

n
n2+5" -

Z 2 . . 22 v . . e
- Zbadaé zbieznosé i zbieznosé bezwzgledng szeregu Z:(—l)"+1
n=1

o
- Obliczy¢ catke niewlasciwg / ——ﬂ—
. ) 22+ 2242
. Napisaé réwnanie plaszczyny stycznej w punkcie (1, -3, zo> do wykresu

funkcji 2 = arctg z

. Funkcj == ingé w’ i
.n.c‘]g’ f (x) 3p 11 rozwinaé W szereg Maclaurina. Okreslié¢ przedziat
zbieznosci otrzymanego szeregu.
2" + 5™
5n 4 3n’

o
- Zbadaé zbieznoéé szeregu E

n=1

. Sfo.rmulowac kryterium calkowe zbieznosci szeregéw. Korzystajac z tego kry-
terium zbadaé zbieznosé szeregu

Plerwsze kolokwium
2.' Obliczyé objetoéé bryly ograniczonej przez powierzchnig powstals przez
obrét wokél osi Oz krzywej y = ————==. Sporzadzi¢ rysunek.
ywel y /2250 porzy Y

— =0,

3. Korzystajac z twierdzen o szeregach uzasadni¢ réwnosé nli_rgo =
4. Wyznaczyé przedzial zbieznosci szeregu potegowego

i (x+1)"

= n3" ’
5. Niech f(z,y) =In (2 + 3y) . Obliczy¢ -—6—3‘~f—
0x28y

Zestaw V

1. Obliczyé objetodé bryly V ograniczonej przez powierzchnie powstalg przez

obrét dookola osi Oz krzywej
1

V= mEn

2. Wyznaczyé przedzial zbieznoéci szeregu potegowego
f: (z+1)"

e (n+1)3n

1
3. Okredlié i naszkicowaé dziedzine funkeji £(z,y) = In 20—
4. Zbadaé, czy funkcja f okredlona wzorem
sinzy
- -_— 0
f(il', y) = T dla (!II,y) 7é (01 )’
0 dla  (z,y) = (0,0)
jest ciagla w punkcie (0,0).

5. Dla funkcji f (a:,y) = ==’ obliczyé wszystkie pochodne czgstkowe dru-
giego rzedu. Czy pochodne czastkowe mieszane sg réwne?

1. Obliczyé objetoéé bryty V ograniczonej przez powierzchnig powstala przez
obrét krzywej :

gdzie 0 < z < 1, dookota osi Oz.

:L.n

. o0
2. Wyznaczyé przedzial zbieznosci szeregu potegowego ,;1 TN
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mREtawW)y £aldil Z KOIOKwWIOwW

Plerwsze kolokwium

= . i keji
3. Okreslié i naszkicowaé dziedzing funkecji f(z, y) = z-2 5. Obliczy¢ pochodne czastkowe mieszane rzfédls drugxego funkcj
,Y) = coszy® — —=.
4. Zbadaé, czy funkcja f okreslona wzorem f(@.y) VY
sin zy zy otrzymane pochodne sa réwne?
—— dla (z, 0,0), Czy otrzy
flz,y) = 3y (z,9) # (0,0)
0 dla  (z,y) = (0,0)

' w VI
Jest ciagla w punkcie (0,0). Zesta

J" A

5. Dla funkcji f(z,y) = In (2% +3?) obliczy¢ wszystkie pochodne czastkowe
drugiego rzedu. Czy pochodne czgstkowe mieszane sg réwne? ’

1. Zbadaé zbieznosé szeregu Z (-2- arccos— | .

n=1
2. Wyznaczy¢ przedzial zbieznoci szeregu potggowego
1. Czy bryla V ograniczona przez powierzchnie powstaly przez obrét krzywej ’ > n(z + 5)"
T : Z n+30 °
‘- :l:’ n=0
. ) / . 2
gdzie 0 < z < 4, dookota osi Oz ma skoficzong objetogé? - . 2 o
- | 3. Uzasadnié, ze granica hmo 0 m nie istnieje
PRSP (=1)"cosn o
2. Zbadaé zbieznosé szeregu Z = ) . 1
ns+1 d
n=0 . e 1 4 e j / XL
¢ zbieznosé calki niewladciwej | ——pr.
3. Rozwinaé w szereg Maclaurina funkcje f(z) = ze T Wykorzystujac otrzy- 4. Zbadaé zbieznos P

0
mane rozwiniecie obliczyé f(5)(0).

4. Napisaé réwnanie plaszczyny stycznej w punkcie (2,1, 20) do wykresu funkecji
z:yln(2+a:2y—y2).

5. Obliczyé¢ pochodne czastkowe mieszane rzedu drugiego funkgji
f(z,y) =sinz2y 4 \/75

Czy otrzymane pochodne 83 réwne?

o0
5.. Obliczy¢ catke niewladciwa / Ve T dz.
1

i ieznoéci 6W i j wie uza-
1. Sformulowaé warunek konieczny zbieznoéci szeregéw i na tej podsta

sadnié réwnosé 100

=0.

. nh—{go 3n
2. Korzystajac z twierdzen o rézniczkowaniu lub catkowaniu szeregéw pote-

gowych obliczyé sume szeregu

‘1. Obliczyé objetosé bryty v ograniczonej przez powierzchnie powstala przez
obrét dookota osi Oz krzywej

oo 47],
-1 P
Y r————H s . e (’n ¥ 1)5n
o (—1)"sinn 0
2. Zbadaé zbieznosé szeregu Z 3 . dz

n=1

3. Obliczyé calke niewlasciwg / Tars
22

4- I(OIZ ySta. IQC ’Z kI ytellu!xl llOIaZOWC (0] Zbadac ZbleZIlOSC Ca}kl niew 1&801 Wel
g

x
e3® +2

3. Rozwinaé¢ w szereg Maclaurina funkcje f(z) = 22 cos 2z, Wykorzystujac
otrzymane rozwinigcie obliczyé f(4) (0).

4. Napisaé réwnanie plaszczyny stycznej w punkcie (1,0, 29) do wykresu funkcji

—n2
z = ze*tY—y"
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5. Obliczyé granice  lim sin(zy)
(w,'y)'—>(7l',0) y3

o0
1. Zbadaé zbieznosé szeregu Z il ¢
™m —hn’
n=1
2
2. Obliczyé calke niewlaéciwg / “_ﬂv__
J V2zx — z?
3. Zbadaé, czy funkcja okredlona wzorem
Yy
oy = { 7 e @9 #00),
] 0 da (z,y) = (0,0)
*f
ma pochodna czastkow
4. Wyznaczy¢ przedzial zbieznodci szeregu potegowego
oo
n+1
Z n2 (2-2)".
n=1

5. i;(;f)nklzr’l’pod.stawy stozka zmierzony z doktadnoécig 1 cm wynosi 3 m, a jego
§¢ zmierzona z dokladnodcig 2 cm w i j ,
an : klad ynosi 4 m. Z jaks w przyblizeni
dokladnoéciag mozna obliczyé pole powierzchni bocznej tego stolz)ka}; =

1. Zbadaé zbieznosé i zbieznoéé 3
znosé i zbieznoéé bezwzgledna szeregu z:(——l)"'*rl n

~ 2n2 —1°
o 2
2. Obliczyé sume szeregu ntl
3n
n=1
; . 3
. Korzystajac z definicji obliczyé catke niewlasciwa / _d_qc__
z? + 4z +13°
—00

4. Niech f(z,y) = v/z!0 — 32y5. Zbadaé, czy istnieja pochodne czastkowe
of of '

5. Korzystajac z rézniczki funkcji obliczyé przyblizons wartosé wyrazenia
. 1,013 = 2,982
1,018 + 2,982°

4. Ugzasadnié, ze granica

1. Zbadaé zbieznosé calki niewlasciwe] / 1

2. Zbadaé zbieznosé szeregu

Plerwsze kolokwium

Zestaw Vil

arctg |z| .

1. Obliczyé pole figury D ograniczonej wykresem funkcji f(z) = Tl ije)

agymptota w 0.

- .
[ 1
2. 7badaé zbieznosé szeregu E i/ cos - Sformutowaé wykorzystywane kryte-

n=2

ria.
T

3. Rozwinaé w szereg Maclaurina funkcj¢ flz) = ar =1 Podaé przedzial

zbieznoéci otrzymanego szeregu.

| . z+y—3
lim ‘

@y)—1.2) &2 +y? =5

nie istnieje.

RT
5. Réwnanie stanu gazu doskonalego ma postaé p = gdzie: p oznacza

ciénienie, T — temperature, V - objetoéé, R — stala gazowa. Obliczyé, wyko-
rzystujac rézniczke funkcji, jak nalezy zmienié objetodé gazu prazy wazrofcie
temperatury o 2%, aby jego cisnienie nie uleglo zmianie.

—3 Sformulowaé wykorzysty-
0
wane kryteria lub definicje.
®  2n—1
—. Podaé wykorzystywane kryteria.

n=1

o (=D"

3. Wyznaczyt przedzial zbieznodci szeregu potegowego n
n=1

",

4. Wyznaczy¢ i narysowaé dziedzing funkcji

2 2 2
fz,y) = 1nf__"|'_zi_i_§/.

Tty
oraz jej poziomicg dla poziomu h = 0.

5. Znalesé pochodng kierunkows funkcji f(z,y) = arcsin p w punkcie

(0,1) w kierunku wersora nachylonego pod katem o« do dodatniej czedci osi
Oz. Dla jakiego kata , pochodna ta ma wartoéé 0, a dla jakiego przyjmuje

warto§é najmniejsza’?
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23
22 Zestawy zadar z kolokwiéw «

5. Podaé definicje pochodnej kierunkowej funkeji f w punkeie (2o,y0) W kie-
runku wersora ¥. Obliczyé g—é(0,0) dla funkcji f(z,y) = Va2 +y* oraz
1. Obhczyc pole figury D ograniczonej wykresem funkcji f(z) = ot gdzie

> 0 oraz jej asymptota w co. wersora ¥ = (%, -\é—§> . W jakim kierunku pochodna ta jest najwigksza?
2. Zbadag zbieznoéé szeregu Z Sformulowac wykorzystywane kryteria.
v | Zestaw VI
3. Wyznaczyé zbiér punktow nlecnadgiosci funkcji f okredlonej wzorem
arcsm (#®+9%) dla 22+442<1,
flzy)= { 3 coszy dla z%+942>1.

e e . ooatrctgac2
1. Zbadaé zbieznoéé calki niewladciwej m 1z

1
4. Uzasadnié réwnosé / ~* g = Z (2n T l)n'
)

2. Korzystajac z twierdzeh o catkowaniu i/lub rézniczkowaniu szeregéw pote-
gowych obliczyé sumg szeregu
0 (_1)n2n
Z nen

- n=1
. 2 . s
3. Okredlié dziedzine funkcji f(z,y) =In(2 - 22—y ). .Zbada’xc, czy Jt?st ona
zbiorem otwartym, domknigtym, ograniczonym. Naszkicowaé poziomice wy-
kresu funkcji f.

oOF 9
5. Obliczyé pochodne czastkowe 0 e funkcji okreslonej wzorem

ov
F(u’ 'v) =f (:l:(u,v),y(u, 'U)) s

gdzie funkcja f ma ciggle pochodne czastkowe rzedu pierwszego na R? oraz

z= a,rctgz)—, y = Vu? + 02,
af &

OF OF
Wyrazié —— o af za pomocg pochodnych czastkowych —F- oraz zmien-

sin _sinzy
du’ v

lim
4. Zbadaé istnienie granicy e 0.0 \/m

5. Wyznaczyé wersor & wskazujacy kierunek, w ktérym pochodna kierunkowa

nych u i v.

gJi(Q, 1) funkeji f(z,y) = arcsin% ma wartosé 0.

. ov
2
1. Zbada¢ zbieznoéé catki niewlasciwej / ar(;tg =
z%\/z
' . 2
2. Zbadaé zbieznoéé szeregu ’ g s [ COST
1. Zbadaé zbieznosé calki niewladciwe] NCET
Z arctg o ‘ . .
n=1 2. Korzystajac z twierdzen o catkowaniu i/lub rézniczkowaniu szeregéw pote-
Sformutowaé wykorzystywane kryteria. gowch obliczyé sume szeregu
=) ed n—1
. 4 (=1)" (-1 .
3. Wyznaczyé sume szeregu Z m ; CESN

4 W celu wyznaczenia przemkalnosm elektrycznej polietylenu zmierzono po-

" jemnos&¢ oraz wymiary kondensatora plaskiego o izolacji polietylenowej uzys-
kujac nastepujace wyniki: pogemnoéé C=(3+£02)-10"°F, pow1erzchma
okladzin S = (150£10)-10~* m?, gruboéé izolacji d = (0.140 ,01)-1073 1

Z jaka dokladnoécia mozna obhczvc prbem]\alnosc dle‘elktrycznl pohetylenu

C
uzywajac wzoru € = _3'—?

. Okredli¢ dziedzing funkeji f(z,y) =

. Zbadaé istnienie granicy

. Zbadaé, czy jest ona zbiorem
z24y2 -1 ,
otwartym, domknietym, ograniczonym. Naszkicowaé poziomice wykresu funk-
cji f.

sin’

lim
(a:,y)—o(0,0) zyY

O

X
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5. Napisaé réwnanie plaszczyzny stycznej w punkcie (0,1, 20) do wykresu funk-
cji

__arctgy
1422

sinx

d.
vi—=z *

2. Korzystajac z twierdzen o catkowaniu i/lub rézniczkowaniu szeregéw pote-
gowch obliczy¢ sume szeregu

1. Zbadaé zbieznoéé calki niewlasciwej

Z (n + 1)(1 —e)n’

3. Okreslié dziedzine funkeji f(z,y) = In (z' +y? - 1) Zbadaé, czy jest ona
zbiorem otwartym, domknietym, ograniczonym. Naszkicowaé poziomice wy-
kresu funkcji f.

4. Zbadaé istnienie granicy - lim > — y
(z,9)—(0,0) % + y2
5. Wiedzac, ze funkeja f ma ciggle pochodne czgstkowe drugiego rzedu, znalezé
2

Oh .
pochodne 9z OTa% 5o funkeji h(z, y, 2) = zf(yz, zz2).

sin 22

1. Zbadaé zbieznoséé calki niewlasciwej (——_}_W dx
x
0

2. Korzystajac z twierdzen o catkowaniu i/lub rézniczkowaniu szeregéw pote-
gowych obliczyé¢ sume szeregu

3. Okredli¢ dziedzing funkeji flz,y) = o AR Zbadaé, czy jest ona
x4 +yc —

zbiorem otwartym, domknietym, ograniczonym. Naszkicowaé poziomice wy-

kresu funkcji f.:

sinzy

4. Zbadaé istnienie granicy  lim

(z.4)—(0,0) xy?

" Plerwsze kolokwium

5. Napisaé réwnanie plaszezyzny stycznej w punkcie (1, V3, z0) do wykresu

funkcji y .
z = arctg —.
Y
Zestaw 1X
A
b
f 9% eddie a < b. Cay calka 4z
. Obliczyé calke niewladciwg / , gdzie a < b. Czy ca —
1 iczy J — J
jest zbiezna?
n
2. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite k, dla ktérych szereg Z jest
' n—l

zbiezny.
ncosm et
3. Wyznaczyé zbiér liczb rzeczywistych z, dla ktérych szereg Z ( D jes

zbiezny. 3
4. Niech f(z,y, z) = e®¥~. Znaleé i naszkicowaé zbi6ér punktéw (z,y, 2) € R,
. , oy
dla ktérych f(z,y,2) = W(x,y, 2).
5. Przy pomocy rézniczki funkcji obliczy¢ przyblizona warto$¢ wyrazenia
In1.02 - sin 358°.

i W zaleznosci od parametru o € R zbadaé cigglo§é funkcji f okreslonej

wzorem
f) = {V"“”y da y2

dla y< 0
Sprawdzié, czy zbiér punktéw cigglodei funkcji f jest otwarty.

: 2
.o xT-y
2. Znale#é réwnania plaszczyzn stycznych do wykresu funkcji z = PR w

punktach przeciecia tego wykresu z prosta z = y = 2.

T sinz? : od ;
ieznosé i ni Sciwej znos arametru
3. Zbadaé zbieznosé calki niewladciwe] / g dz w zaleznosci od p
[¢4
aeR.
oo 33n
4. Obliczyé sume szeregu ZEnte

n=0
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5. Wyznaczyé przedzial zbieznogci szeregu potegowego

oo
1. Obliczyé sume szeregu Z (cos I_ cos
n

n=1

s
n+2/°
2. Wyznaczyé zbiér liczb rzeczywistych z, dla ktérych szereg

0.
Z z"nl cosnn
= veosnm
nn

. 13 - n=1
Jest zbiezny warunkowo.

3. Dla funkcji f (z,y) = \ /In 7 1 wyznaczyé i naszkicowaé zbisy

{(m,y) ER?: ~(:c y) < 0}

4. Przy pomocy rézniczki funkcji obliczyé przyblizong
(5.1)% - (2.9)2

wartosé wyrazenla

1+(2.9)2
oo
5. Obliczy¢ calke nieiv!as’ciwq / e Tsin3zdz.
J .
1. Obliczyé sum.
¢ szeregu In o——0_
Z ( n 4+ 1)2

2. Dla jakich wartogci parametru 0 < o < 2 calks / Jest zbiezna?

7 7 7
3 Wyznaczyé zbiér liczb rzeczyw1stych z, dla ktérych szereg potegowy
| et 271 -+ hn
JGS!} rozbicsiy.

22
=Iln— w

4, Zna]e/u réwnania plaszczyzn stycznych do wykresu funkeji 2

punktach (1,,,1), (1, -1 ) 22) .

~ Plerwsze kolokwium 27

5. ZnaleZé i naszkicowaé dziedzing naturalng funkcji f(z,y) = tg% oraz jej

poziomice odpowiadajace poziomom h = 0 i h = v/3. Czy funkcja f jest
ciggla w punkcie (0,1)?

Zestaw X

VAl

o0
‘1. Zbadaé zbieznodé i zbieznoéé bezwzgledna szeregu Z(—l)" -

n=1

2. Znale?¢ szereg Maclaurina funkcji f(z) = ze ~2* | na tej podstawie obliczyé
(7)(0)

3. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbieznoéé calki niewladciwej
~1
zdz

VT2
—00

4. Wyznaczyé i narysowaé dziedzing funkcji

f(z,y) = arcsiny/z — /3.

Do jakich klas zbioréw mozna zaliczy¢ otrzymana dziedzine?

2
5. Zbadaé istnienie granicy (m,y%i—-»nio,o) x—“‘—zxi e

o
1. Korzystajac z definicji obliczyé catke niewladciwa / 23 dx.
0

1
2. Zbadaé zbieznogé szeregu Z nn

n=2

3. Znalezé szereg Maclaurina funkcji f(z) = 1 -me i jego promiefi zbieznoéci.
4., Wyznaczyé zbiér punktéw ciagloéci funkeji f okreslonej wzorem

[ sinzy dla z#y,

($+zz)x/@75.

: du 9 ..
5. Obliczyé pochodne czastkowe G_Z’ é funkeji u(z,y,2) =
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2. Korzystajac z rézniczki funkeji obliczyé przyblizong wartodé wyrazenia

. .. ] 0 2,03)*
1. Dla jakich wartoéci parametru a € R, funkcja f okreslona wzorem -(%-’55-8)72-
_Javat+y?  dla 2? +y? 1 ’
f(z,y) = { 8 — (x2 _,qu2) dl: iz igg i i’ ] . 3. W przestrzeni R? dane sg punkty A=(1,2,3), B= (2,4, 6). Na plaszczyénie
: . o - . 2 2 . s
jest ciggla? Narysowaé wykres tej funkcji. | x =0 znalezé punkt P taki, aby suma AP? 4+ BP? byla najmniejsza.
4. W calce iterowanej
2. Obliczyé granice  lim ..______"mzyz—'_l—l ] 1 2 3
@y)—(00) 22 +y? . f dz / flz,y)dy
P . ’
1 4 - '
3. Zbada zbieznosé calki niewlasciwe] / g ] L e
T+ Yz dokonaé zmiany kolejnoéci calkowania. Narysowaé obszar catkowania.

0
5. Obliczyé objetosé brylty U ograniczonej powierzchniami

=322 +9?), 2=4- Va2 +y?

o0
4. Wyznaczy¢ przedzial zbieznodci szeregu potegowego Z _____(m .
Sporzadzié rysunek bryly U.

n=2

o0
5. Zbadaé zbieznosé i zbieznodé bezwszgledng szeregu Z(_l)n+1 (2n+1)%"

n=1 (3 +1)""
) 1. Niech z = f(z), gdzie :1:v— (u, v). Obliczyé pochodne czastkowe 0z Oz
bl b g g } N y p % au’ av 0 u'
o 1 i 2. Masa ciala zwazonego z dokladnoscia 20 g wynosi M = 4000 g, a jego
1. Zbadaé zbieznoéé szeregu 23" sin . : : objetosé zmierzona z dokladnocig 1 cm® wynosi V = 800cm®. Z jake W
=1 " : . _ przyblizeniu dokladnoécia mozna obliczy¢ gestosé tego ciata?
. > . W pi j éwiart >0,y>0 lezé ekst lokalne funkeji
2. Obliczyé sume szeregu Z n 3 pierwsze]j éwiartce (z y )szna ezczz ekstrema lokalne funkeji
=3 f(z,y) = 2° + 3zy° — 15z — 12y.
1 4. Zmienié kolejnoéé calkowania w calce iterowanej
3. Zbadaé zbieinodé calki niewladciwei | Comt 1 e
. Zbada¢ zbieznos¢ calki niewladciwej | —7== dz.
0 z® / dz / f(zay) dy
4. Wyznaczyé i naszkicowaé poziomice or k i —= 2 -0 '
az wykres funkeji 9(z,y) = —@ - y". Narysowaé obszar catkowania.

5. Napisaé réwnanie plaszczyzny stycznej w punkeie (2, 1, z) do wykresu funk-

cji z =2z% 5. Obliczyé moment bezwladnosci cienkiej jednorodnej tarczy kotowej o promie-

niu R i masie M. Moment obliczy¢ wzgledem osi symetrii tarczy, ktéra jest
do niej prostopadta. Sporzadzié¢ rysunek.

‘G Cc
Drugie kolokwium :
g 1. Napisaé réwnanie plaszczyzny stycznej w punkcie (1,0, 20) do powierzchni
Zestaw | z= arct:g1 —
i sty
. B 2. Korzystajac z rézniczki funkcji obliczyé przyblizona wartosé wyraZenia
1. Niech z = f(z,y), gdzie z = p(t), y = r(t). Obliczyé 2'(t) oraz 2" (t). ‘ V - V/3.03% + 4.06% + 4.97%.
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3. Znalez¢ ekstrema lokalne funkeji f(z,y) = 2z + 2y +4* — 4lnz — 101ny.

4. Zmieni¢ kolejnoé¢ catkowania w calce iterowanej

jda: 7_z flz,y) dy.
21 het

7z
Narysowa¢é obszar calkowania.

5. Obliczyé objetosdé bryly U ograniczonej powierzchniami

2P+ 22 =4, 2= /22 + 2

Zastosowaé wspélrzedne biegunowe. Sporzadzié rysunek.

1. Podaé definicje pochodnej kierunkowej funkeji f w punkcie (zo,yo) W Kie-
runku wersora ¥ = (vg,vy). Obliczyé g’f_; (o, 70) dla f(z,y) = /22 + 92,

- . [ V31
($an0) - (3a ""4)) U= ("—2—, 5) .

2. Droga w ruchu jednostajglie przyspieszonym bez predkoéci poczatkowej wy-

. t . . . .
raza si¢ wzorem S = %. Przyspieszenie zmierzone z dokladnoécig A, =
m
=27
wynosi ¢ = 4.000 s. Z jaka w przyblizeniu dokladnoscia mozna obliczyé

0.1 E; wynosi a = 8.0 a czas zmierzony z dokladnoécizg A, = 0.002 s

droge?

3. Obliczy¢ objetoéé bryly U ograniczonej powierzchniami

z2=3, z=1/25— (22 +y2).

Sporzadzi¢ rysunek. Zastosowaé wspblrzedne biegunowe.

4. Zmienié¢ kolejnoéé catkowania w calce iterowanej

/1 da 4/—00 f(z,y)dy. i
-1 r—2

Sporzadzié¢ rysunek obszaru calkowania.

5. Liczbe 9 rozlozyé na trzy dodatnie skladniki tak, aby ich iloczyn byl naj-
wigkszy. ‘

Zestaw |1

1. Obliczy¢ objetodé obszaru U ograniczonego przez powierzchnie

Drugle kolokwium 31

z2=1/26-22 -y, z=4.

Sporzadzié rysunek tego obszaru. Zastosowaé wspélrzedne walcowe,

¢ Jednorodna cienka plytka o masie M ma ksztalt kwadratu o boku a. Obli-

czyé moment bezwladnoéci tej plytki wzgledem osi prostopadiej do kwadratu
i przechodzacej przez jego érodek.

3. Znalesé ekstrema lokalne funkcji f(z, y) = (2® - 2y)ev.

Napisaé réwnanie stycznej do krzywej ze¥ -+ ye® = e*¥ w punkcie przecigcia
tej krzywe] z osia Oz.

. W calce iterowanej

o 14vVita? ‘
[a [ feni
-1 2+x

zmienié kolejnoéé calkowania. Narysowaé obszar catkowania.

Zmienié¢ kolejnoéé catkowania w calce iterowanej
1 1-vI—a? .
[ [ sevw
-1 -1
Narysowaé obszar catkowania.

. Wyznaczyé ekstrema funkcji uwiklanej y = y(z) okreslone] przez warunek

z? —zy—y*+5=0.

. Wprowadzajac wspélrzgdne biegunowe obliczyé¢ catke podwdjna

// (=* + y?) dzdy,

gdzie D :}{(.7:, y):y>0/2y<a®+y° < 2z} . Narysowaé obszar D.

. Obliczyé pochodng kierunkows funkeji f(z,y) = In vz?2 + y? w punkcie
3 4

(zo,10) = (3, —4) w kierunku wersora ¥ = —EE

. Spoéréd prostopadloécianéw o ustalonej dlugosci przekatnej p = 2v3 zna-

lezé ten, ktéry ma najwicksza objetos¢.

. Obliczyé objetodé bryly V ograniczonej powierzchniami

z? 492

= VITE P, 2= BT, 2=\
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Sporzadzi¢ rysunek tej bryly. Zastosowaé wspéirzedne sferyczne. 3. Obliczyé catke potréjng

2. Wyznaczyé sile ﬁ, z jaka jednorodny pélpierécien o masie M, promieniu {
wewnetrznym r i promieniu zewnetrznym R, przyciaga mase punktows m
umieszczong w jego érodku.

// (2z — z) dedydz,
U

gvie U jest czworoscianem o wierzchotkach A = (1,0,0), B = (0,1,0),
¢! =(0,1,1), D= (1,1,1).

4, Korystajac z metod rachunku rézniczkowego funkcji dwéch zmiennych wy-

T E} w ktérych funkcja

3. Niech f(z,y) = 23 — 4%, Znalesé wersory ¥, dla ktérych spetniony jest wa- ‘
runek

of
%:(1’_1) =0. snaczyé punkty prostokata R = [~1,1] X |

4. W punkcie zo = 0 obliczyé druga pochodng funkeji uwiklanej y = y(z) | f(x,y) = sinz cos(z + y) osiaga najmniejszg oraz najwigkszg wartosc.
okreslonej przez warunek ze=¥ + 33 + 8 = 0. 1 ) . ‘ " o

B. l'unkcja uwiklana y = y(z) zadana jest rownamerr?l " ?n y+:c 0. Oblic ‘y
pochodng, 3 (z). Czy istnieja punkty (z,y) € R® takie, ze y(z) = z oraz

y'(x) =07

5. Spoéréd tréjkatéw wpisanych w okrag o promieniu R znalezé ten, ktéry ma
najwigksze pole. Wyznaczy¢ katy tego tréjkata. ‘

1. Jednorodny walec o masie M ma promien podstawy R i wysokosé H. Obli-

. i 5inej obliczyé pole figury D ograniczonej krzywymi
czy¢ moment bezwladnosci walca wzgledem jego tworzace;j. Przy pomocy catki podwdéjnej obliczy¢ p

y=e, y=hz,z+y=12z=2

2
(Gt .
22 + y?
D

gdzie D = {(z,y) € R*: 22 +9y° -2y <0,z>0}.

. . 3 e -
3. Niech f(z,y) = yz’e” oraz niech u = rarctgy, v = z°. Dla funkeji F(u, v)

2. W calce iterowanej uzupeknié granice calkowania tak, aby zachodzila réwnosé
1 0

/dz / dy /0 f(x,y,z)dzz/dz/dx/f(x,y,z)dy.
Tl VIS o

Narysowaé obszar calkowania.

2. Obliczyé catke podwdjna

3. Obliczyé pole plata wycietego z powierzchni z = /1 — 32 przez powierzch-
o9 z F
ni¢ ° + y* = 1. Sporzadzié¢ rysunek. F((u, v), y(u, v)) obliczyé =
4. W pierwszej ¢wiartce (z > 0,y > 0) znalezé ekstrema lokalne funkcji
f@,y) =2yl (2 +4°).

5. Na krzywej 823 + y® — 8zy = 0 znalesé punkty, w ktérych styczne do niej
sg prostopadle do prostej y = z.

4. 7Znaleic ekstrema‘funk‘cji uwiklanej y = y(x) zadanej réwnaniem

(z —y)? =y+ay — 32 ’
Korzystajac ze wspélrzednych walcowych obliczy¢ ob jgtoéé zbryly U ograni-
czonej stozkiem z = /22 + y? oraz paraboloida z = z° + y~.

[}

Zestaw I

1. ‘Obliczyé pochodne funkcji uwiklanych y = y(x) oraz x = x(y) zadanych

- e+y — 22 — y2 + 1 w punkcie (1, —1) . OdpowiedZ uzasadnié.

1. Obszar D ograniczony jest krzywymi y = vV, y= %
/ {1 — zy| dzdy. ' ‘

D

réwnaniem e

.. 2
2. Znalesé ekstrema lokalne funkeji f(z, y)=yln (y +z ) .

. Obliczyé

3. Obliczyé calke podwéjng

// rdzdy,

D

2. Obliczyé wartoéé érednig funkcji flz,y) = % na obszarze

D={(z,y) €R*: y >0, m+y<0, 4<xz+y2<9}.
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. Wyznaczy¢ wartoéé parametru o € R, dla ktérej powierzchnia z = axy? '

. Dla obszart U ograniczonego powierzchniami z = 0, z+ |y| = 2, 2 = 5 |
’ = 9, 4

. Obliczyé ekstrema funkeji uwiklanej y = y(z) okredlonej warunkiem

. Calke potrdjna

. Obliczyé objetosé bryly U ograniczonej powierzchniami

Zestawy zadan z kolokwiéw Drugle kolokwium

4, Wykorzystujac wspélrzedne biegunowe obliczyé calke podwdjng

/ / y dzdy,

D
gdzie D = {(z,9): ¥y 2 0, z® +y° < 2z},

B. Znnlesé srodek masy bryly V ograniczonej powierzchnia,mi
z=+z2+y? z2=2,

Juzeli gestosé masy dana jest wzorem ¥(z,y, 2) = z? +y? + 2%

gdzie D jest figura ograniczong krzywymi y = \/z, y = —z2, by — 3z = 8 ;
y=z—2. YT IE =6

rozcina wal€c
W={(yz2)€R: 2 +3° +4y <0, -1< z< 5}

na dwie czeéci o réwnych objetosciach.

z = zy obliczy¢ calke potréjng

Jlf 5 o=
) 712 ydz.

1. Zmalezé wspdlrzedne srodka masy jednorodnego ptaskiego obszaru D ogra-
niczonego krzywa y = € oraz prostymi y = 0, z = Qiz=1.

2. Obliczyé objetosé bryly ograniczonej powierzchniami

3 z=2(%+y%), z=4- x2 +y2.

z 2
—§+$2=y3+y+ g

/// zdzdydz,
U

gdzig U jest k}llq o .érlodku w punkcie (0,0, —~1) i promieniu 1, Zapisaé W po- .
staci dowoln€) catki iterowane]j we wspélrzednych kartezjafiskich. Dokonaé |
zamiany zmiennych w tej calce na wspétrzedne sferyczne.

. 7nalezé najmniejsza i najwieksza wartoéé funkcji f(z,y) = zy+y na zbiorze
D= {(z,y): 6z +4y=24,22 0,y >0}.

4. lle rézniczkowalnych funkcji uwiklanych y = y(z) na otoczeniu punktu

2o = 1 okreéla réwnanie

L

:1r:?’-i—:r:y—i-y2 =4 -7
Dla kazdej z tych funkcji znalezé jej wartodé i pierwsza pochodng w punkcie
oy = 1.
5. Obliczyé pochodna kierunkowa funkeji f(z,y,2) = V** + y3 + z3 w punk-
L V3 ¥

D

= 1", == 2 = —
Y y==2%, 2=22+4, 2=2 (5"2 + ?Jz) . cie (zo, Yo, 20) = (3,4,5) w kierunku wersora 7= 37373
4. Obliczyé celkg podwojng // (y+1) dzdy, jezeli obszar calkowania D okreslony
jest nierswposciami 2” + y? + 22 < 0, y > 0. “Grupa, C
5. Niech f(zJ) = 2(¢ — y) oraz niech u = z +y, v = a? —y. Dla funkeji 1. Obyliczyé y'(0) oraz y"'(0) funkcji uwilanej y = y(z) okreSlonej réwnaniem
Flu,0) = (e, ), y(u, v)) oblicaye 2. " we! —y+1=0.
Ou 2. Wykorzystujac wspbirzedne biegunowe obliczyé calke podwdjng
Zestaw IV . [[ cos (@ + ) o

i = . 2 2<'-7-E
gdzie D {(m,y)m +y° < 2}.

1. Wykorzystujac twierdzenia o ekstremach funkeji dwé i
, ji dwéch zmiennych obliczyé
odleglosé poczatku ukiadu wspétrzednych od plaszczyzny 2z +§y _|_Oz —1__cz1y2¢ 3. Zmienié kolejnosé catkowania w calce iterowanej
9. Znalesé réwanie stycznej do krzywej 322 — 2z 3 . - F ® 7
y+zy> = 7 w punkcie (1, 2) L /
2). .. dz [ flz,y)dy-

3. Znalesé ekstrema lokalne funkeji — 3 -
nalezé e e funkcji f(z,y) == 4xy+2y2_ A
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Narysowaé obszar catkowania
4. Wyznaczyé érodek masy bryly U ograniczonej vpowierzchniami
z=:1:2+y2—'2, z=1—2(m2+y2),
" jezeli gestoéé masy dana jest wzorem vy(z,y, 2) = z? + y® + 2%

5. Obliézyé najmniejsza, i najwigksza wartosé funkeji f(z,y) = 22 —y” na kole |
domknietym o érodku w punkcie (0, 0) i promieniu 2. |

1. Obliczy¢ objetosé bryty U ograniczonej powierzchniami

z=y% 22 +¢y’=1, z2=-1

2. Wyznaczyé najmniejszg i najwieksza wartosé funkeji f(z,y) = 2%y na kole ;
domknigtym o drodku w poczatku ukladu wspélrzednych i promieniu 1. ‘

3. Znale?¢ réwnanie prostej prostopadlej do krzywej 22 —zy+y® = 4 w punkcie f‘i
(0) "2)'
4. Korzystajac z rézniczki funkcji obliczyé przyblizons wartoéé wyrazenia
{/(3.02)2 + (4.01)2 4 (5.1)2.

5. Przechodzac do wspdlrzednych biegunowych obliczyé pole figury D ograni-
czonej krzywymi:

a:2+y2:2x, x2+y2:4:1:, y=uz, y=0.

Zestaw V

1. Znalezé wymiary prostopadloécianu o polu powierzchni catkowitej P = 24,

ktéry ma najwieksza objetosé. : , L : 1.
2. Obliczyé y"(1) funkcji uwiklanej y = y(z) okredlonej réwnaniem 2.
2?2 +zy+y?—22—-1=0 - V 3

oraz spelniajacej warunek y(1) = 1. .
> ’:"

3. Wprowadzajac wspélrzedne sferyczne obliczyé catke z funkcji f(z,y,2) =2z |
po obszarze U okreélonym nieréwno$ciami L
24y +22<4, 220, 2> 0.

4, Zmienié kolejnoéé caltkowania w calce iterowanej

1 2?2

/ dz / flz,y) dy.
-1 2221 ] o
Narysowaé obszar calkowania. 4

HIUKIQ KOIOKWIUM o

Obliczyé pole plata ¥ wycigtego z powierzchni z = 1 — 2% — ¥ przez
powierzchnie 22 + y? = 2. Zastosowaé wspdirzedne biegunowe. Sporzadzié
rysunek.

Wiréd prostopadlodcianéw o ustalonej dtugoscei przek@tnej p = v/3 znalesé
ten, ktéry ma najwicksza objetosé. '
Obliczyé y”(0) funkeji uwiklanej y = y(z) okreslonej réwnaniem
ze¥ ~y+1=0
i spetniajacej warunek y(0) = 1.

Obliczyé¢ objetodé obszaru U ograniczonego powierzchniami

z=v22+y?, 2=2-z% -y

‘Wprowadzié wspoélrzedne biegunowe. Sporzadzi¢ rysunek.

Naszkicowaé obszar catkowania oraz zmienié kolejnoéé calkowania w calce
iterowanej ‘

1 1
/ dy / f(z,y)dz.
0 —24y/2y—12

. Obliczyé calke potréjng z funkeji f(z,y,2) = zy po obszarze U ograniczo-

nym powierzchniami
z+z=1 z+2=2 =0, y=0, 2=0, y=3.

0 dz , .
Dla funkcji z = arcsin % obliczy¢ 5—;— oraz —, jedli y = V1 + 22

v 14
Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji z = zt +yt — 227 +dzy - 2y2.

. Znaleé najmniejsza, i najwicksza wartosé funkeji z = 2 — y? na obszarze

D= {(z,y): z? +y? < 1}.
Stosujac wspbirzedne biegunowe obliczy¢ pole figury D ograniczonej krzyws,
(z® + y2)3 = 4?92,
Wyznaczyé wspéirzedne srodka masy jednorodnej bryty U ograniczonej po-
wierzchniami 2z = 3 — 2° — 3%, z=0.
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2 f keie (z0,90) = (4,1
529y w punkcie (2o, yo) = (4, 1).

1. Niech z = z¥. Obliczyé

2. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji 2 = z3 + 3% — 3zy.
3. Znalez¢ najmniejsza i najwicksza wartoéé funkcji
z=zy(2 -z ~1y)
na tréjkacie D ograniczonym prostymiz =0,y =0, z +y = 6.

4. Stosujac wspéirzedne biegunowe obliczyé pole figury D ograniczonej krzywa,

(-’L‘2 + y2)2 = 223,

5. Wyznaczyé moment bezwladnosci jednorodnego walca o wysokoéci h, promie-
niu R i masie M, wzgledem érednicy podstawy. ‘ '

Zestaw VI

£
. s e . . - Cm3 . .

niu, dokladnoécig mozna obliczyé mase zaméwionego towaru, jezeli wiadomo
ze jego objetodé okreslono z dokladnoécig 0.05m3?

1. Zaméwiono 1 m? korka o gestoéci masy 0.2540.05

2. Wyznaczyé ekstrema funkeji uwiklanych y = y(z) okredlonych réwnaniem
P +ay+yi+r—y—2=0.

3. Naszkicowaé obszar catkowania i nastepnie zmienié kolejnoéé catkowania w
calce iterowanej

2 2—/4—(z—2)*
[e [ ey
0 _z2

4. Wykorzystujac catke podwdjng obliczyé pole obszaru D okreslonego nieréw-

nodciami

y<z, y> -z, 22 +y’ <2

/LZ f(z,y, 2) dedydz

5. Zamienié calke potrdjna

na calke iterowana, jesli obszar U jest ograniczony powierzchniami z = sinz,

y=20,y=2z gdzie 0 < z < 7.

7Z jaks, w przybliz':e» ]

F Drugie kolokwium hadind

=

1. W biegu na 100m odlegloé¢ mierzona jest z dokladnodcig Q.l m, a cz8s 2
dokladnoécig 0.01s. Z jaka, w przyblizeniu, dokladnoécig obliczona zostanie
érednia predkodé zawodnika, ktory uzyskal czas 10?7

" 2 .
2. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji f (z,y) =2 +ay+y* —z+y.
3. Obliczyé wartosé srednig funkceji

f(m,y) =€"

na obszarze D ograniczonym prostymi y =z, T = 1, y = 2.

4. Obliczy¢ pole plata ¥ odcigtego z powierzchni z = 2 +y? przez powierzchnig
B. Zamienié calke potréjna

2
| fl[ f(z,y, z) dedydz

2= 1—22 —y.
na catke iterowang, jesli obszar U jest ograniczony powierzchniami

y:(},y—_-\/l_-—_-_a:_g,z:4,z=4y‘

l Na podstawie pomiaréw brylki substancji ustalono, Ze jej obj@t:)é:é wyrfosl
15+ 1 cm3, a masa 105+ 5g. Z jaka, W przyblizeniu dokladnoscig mozna

¥

obliczyé gestoéé masy tej substancji?

2. 7malez¢ najmniejszg i najwigksza warto$é funkcji
2
flwy) =22~y
na obszarze D okredlonym nieréwnosciami 2 +yt<4,z20.

3. Naszkicowaé obszar catkowania i zmienié kolejnoéé catkowania w wyrazeniu
2 )

1 2 o 3—y
[ / f@wM+!@[f@wm
0 144/142

4. Wprowadzajgc wspéirzedne biegunowe obliczy¢ pole czeéei wykresu funkeji
» = /22 + y? odcigtej walcem z” + y? = 2y.

: /U/ f(z,y, z) dedydz

na calke iterowang, jedli obszar U jest ograniczony powierzchniami
z=1-9%,z=0,2=2,y=0,2=y.

5. Zmienié catke potréjna
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1. Na podstawie pomiaréw ustalono, ze objetodé walca wynosi 60074107 mm3,
a jego wysokosé 150 + 1 mm. 7 Jjaka, w przyblizeniu, doktadnoscia mozna

obliczy¢ érednice tego walca?
2. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji f (,9)=(z—y*) e

3. Wprowadzajac wspétrzedne biegunowe obliczyé calke

// e V" dudy,
D

gdzieD:{(:c,y): y>$,y>—x,x2+y2<1},

4. Stosujac catke podwé Jjng obliczyé pole powierzchni plata ¥ o réwnaniu z =
1 — 2 odcigtego plaszczyznami y = 0, y =2 :

/U] f(z,y, 2) dedydz

na calke iterowansg, jedli obszar U Jest ograniczony plaszczyznami
z=0,2z=0, T+y=3,z+3y=3, bz + 32 = 15.

5. Zamienié catke potréjna,

Zestaw VI

1. Obliczyé pochodng kierunkows funkcji z = arctg ¥ w punkcie (1,2) w kie-
‘ z
runku wersora tworzacego kat g z dodatnim kierunkiem osi Oz.
2. Wyznaczyé ekstrema, funkcji uwiklanej y = y(x) okreslonej réwnaniem
” z® 4+ 4% — 182y = 0.

3. Narysowaé obszar calkowania i nastepnie zmienié kolejnoéé catkowania w
calce iterowanej

1 1
f % / f(z,y) da.
0 —24+4/2y—y2

4. Obliczyé moment statyczny wzgledem plaszczyzny 20z Jjednorodnego ob-
szaru U o masie M okreslonego nieréwnosciami

1<m2+y2+22<3, y=20, 2>0.
Zastosowaé wspéirzedne sferyczne.

5. Obliczyé’ pole plata ¥ wycietego z powierzchni z = 2 — 2 z? + 42 przez
walec 2% — 2z + y? = 0. Zastosowaé wspéirzedne biegunowe. Sporzadzié
rysunek.

3. Obliczyé moment bezwla

41

Drugle kolokwium

. — ‘ .
Korzystajac z definicji obliczy¢ pochodna kierunkowa funkeji f(z,y) = v/ |y

V2 V2

w punkcie (1, 1) w kierunku wersora 1')’ = (_Q_’ <5 |

2. Wyznaczyé ekstrema funkeji uwiklanej y = y(z) okreélonej réwnaniem

xz—zy:yg—S.

dnosci wzgledem osi Oz jednorodnego obszaru V

i hiami z = z° + %, z = 9. Zastosowad
o masie M ograniczonego powierzchniami z = z° +¥°, 2 9

wspélrzedne walcowe. Sporzadzié rysunek.

i iz= 2 + 4° przez walec
4. Obliczyé pole plata X wycigtego z powierzchni z =4+ 2" +y° p

z? +y* = 5.

. . C ., oy nis w
%. Naszkicowaé obszar calkowania i nast¢pnie zmienic kolejnoéé catkowa

calce iterowanej

‘2+\/ 2y—y?

jdy [ fene

1

| 1. Napisaé réwnanie stycznej w punkcie (1,1) do krzywej okreslonej réwnaniem

422 + y? —6zy + 2 =0.
2. Znalezé najmniejszg i najwieksza wartosé fllmkcjir f(z, y) = zy? + 4y - 4z
na prostokacic R = [-3,3] x [-3,0}. | .
3. Obliczy¢ objetosé obszaru U ograniczonego powxerzchmaml
Byt =4, z? +y? =2z
Sporzadzié rysunek. Zastosowaé w(spélrzqdne walc'cjwe.', - -
4. Naszkicowaé obszar calkowania i nasﬁgpnie zmienm‘l:o;e.]nosc caikowania v

calce iterowanej

1 9—V=z2+3¢
[ = [ tenaw.
0 0 .

) > . 3 — 0
5. Wyznaczy¢ wspélrzedne érodka masy bryly ograniczonej plaszczyzng 2

oraz powierzchniami . i i
' ‘~=—\/4—-:1:2—‘y2, z=—4/1=2%-9y?,

jezeli gestosé masy wyraza si¢ wzorem ]
A =

. Ry ,
¢ 5 Sphorzadzié rysunek.
Zastosowaé wspélrzedne sferyczne. Sporza, V. —
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4 ngle kolokwium

Wyznaczyé wersor wskazujacy kierunek,
%(2, —1) funkcji flz,y)=e

w ktérym pochodna kierunkowa, 7

ma WaItOSC Z€ro, N 0 W €eS8LO W

v+ 2zy +22 =0. :
ze objetoéc ci iV =20%1cm?,
' i iard talono, ze objetosé ciala wynosi ) :
2 Na’ pOdr?::aleAEOTl?;%Wﬂ:uz g. Z jaka, w przyblizeniu, dokladnodcig moina
8 jego = 12 '
obliczyé gestodéé masy tego ciala?

2 Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji flz

3. Narysowaé obszar cal
calce iterowanej

Y) =6zy—23_ 43 4 3

3. Za pomocy calki podwéjnej obliczyé pole obszaru D ograniczonego krzy-
’.wymiy2=4a:,m+y=3. :

4. Dla calki

9 4—y2 4
wiladnosci szglgdem poczatku uklad.u wspédirzednych dy / dz / flz,y,2)dz
u U o masie M/ Ograniczonego powierzchniamj z = 2,
2Vl 492 =4 Sporzadzi¢ rysunek. Zastosowaé wspdirzedne walcowe -2 0 oy
5. Obliczy¢ objetosé obszaru i

y wac ()b W 1€ €nic pO Qdek -
narysowa. Szar Calko a.nla., a.naStQle zZmienl TZ (:a]kowa.]lla, we(i

lug kolejnosci

j kuli 2% + 2 4 22 ie
5. Obliczyé moment bezwladnoéci jednorodnej kuli 2 + 3 + 22 < 22 0 mas
. M wzgledem poczatku ukladu wspéirzednych.

24y 42 =y, a2l +y? _ox .

Sporzgdzié rysunek. Zastosowaé wspélrzedne walcowe,

Zestaw VI||

1. Wyznaczyé ekstrema, lokalne funkeji f(z,y) = v+ 2y + 4o — 7y.

. 2 2 .
of 1. Znalez¢ ekstrema lokalne funkcji f(x,y) = €** (z +y* + 2y)
2. Znalezé wersor 7, dla ktérego pochodna kierunkowsa, 6’0{‘ (2,1) funkcji f(z, )

. . iczvé ne
2. Korzystajac z regul rézniczkowania funkeji zlozonych obliczyé pochod
arcsin % Jest réwna zeru.
3. Narysowaé obszar calkow_ania i

9z 9z . .. _ dzie z = rcosy, y = rsinyp. Obli-
= hz—f(x!y)rg z1e
czastkowe e —6cp’ Jes
Wyrazeniu

hastepnie zmienijé kolejnosé catkowania w czyé te same pochodne, jesli z = g(z).

i ,

3. Obliczyé pole czedci sfery T okreslonej réwnaniem 2 + P +22=9 lezgcej

1 ’ / Vi wewnatrz stozka z = v/31/z2 + 2. o | -

/dw / e dy+/ “ / T y)dy 4. Obliczy¢ objetoséé brylty U ograniczonej powierzchniami z = 4 — z°, 2z =
°0 Y

4—9y2% z2=0.
4. Obliczyé objeto ’

§¢ bryly U okreslonej nieréwnosciami:

0<z<4——:c2, m2+y2<4.
5. Obliczyé moment bezwladnogci wzgledem osi Oz jednorodnéj bryly U o
masie M okreslonej nieréwnosciami: '

Vel +y? <z g V1—22 -2,

Sporzadzié rysunek. Zastosowaé wspélirze

Znale?¢ polozenie §rodka masy jednorodnej pélkulik o promieniu R.

W znaczyé najmniejszg i najwieksza wartosé fun.kcji f (().1:, y)_T) xg(f; i -i (3)/)
. nayobszarze domknietym ograniczonym prostymi z =0, y = 0,
e Valeows. 2. Znale?¢ réwnanie stycznej do krzywej danej réwnaniem
coszy—z—2y=0

w punkcie jej przeciecia z osig Ozx.

§

S
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4, Obliczyé catke potréjng,

/// dzdydz
—_Gxayax

gdzie U jest obszarem okreslonym nieréwnoécia, 22 v +22g
5. Obliczyé masg obszaru s

) ? ograniczonego krz iz = 9,2
gestosé powierzchniowa & ywymi @ = 2y, &

masy jest okreslong, wzorem o(z, y) = ly|

Zestaw IX

1. Napisaé réwnani
e plasz : .
i 2 = ¥ b1aszczyzny stycznej w punkcie (2, 4, zp) do wykresu funk-
2. Znalezé najmnieisga ; e
18.€%C najmniejszg, i najwiekszg wartosé f; i
tréjkacie ograniczonym prostymi z = 1 SZ Enlkc; _{ &.7‘"_3_/)6;' zY(4~2z - y) na

3. Obliczyé 5]
y¢ catke podwéjng / zy dzdy, jezeli obszar catkowania D okreslony
D

Jest nieréwnoéciami 1 < 22 +4°<9,z2>0 y>0
1 = U,

U

gd21eU={(x,y,z): 1<w2+y2+z2<4, z<g

dynczych, 0}, do iloczynu calek poje-

5. Obliczyé¢ mase obszaru plaskiego D o

krzywymi 32 = g, 5 — 3. gestosei o(z,y) = gy ograniczonego

[
)

Znalezé ekstrema funkcji uwiklanej y = y(z) okreslonej réwnanie
‘ m
:v2+4y2—23:—16y+13=0.
2. Obliczyé 5] k
y¢ calke podwé jna, / zy dzdy, jezeli obszar catkowania D okreslony

. . ’ z . D
Jest nieréwnoéciami z > 0,2% + 42 <4
xX 4.

" Drugle kolokwium
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3. Wprowadzajac wspélrzedne sferyczne sprowadzié catke potréjng

/]/ %2 dedydz,
U

gdzie U = {(2,y,2) : 1< a® +y® +2% <9, 2 > 0}, do iloczynu calek poje-
dynczych.
4. Obliczyé objetodé obszaru U ograniczonego powierzchniami
z=2?+y? 2=3-2/22 + 42
5. Obliczyé pochodng kierunkows funkcji f(z,y) = v/ + cos 2z’y w punkeie

V31

(z0,0) = (1, %) w kierunku wersora ¥ = 55

1. Obliczyé¢ calke podwéjna / / z dzdy, jezeli obszar catkowania D okre$lony
D

jest nieréwnoécia z* + y? < 2z.
2. Wprowadzajac wspélrzedne sferyczne sprowadzié calke potréjna

//_/ 23y2? dzdydz,

U
gdzie U = {(.1:, ¥,2): 1< 22+ +22<9,y< 0}, do iloczynu calek poje-
dynczych.

3. Obliczyé moment bezwladnoéci wzgledem osi Oz tréjkata o wierzcholkach
A=(0,-1), B=(0,1), C = (1,0) i gestosci masy o(z,y) = z.

4. Na plaszczyZnie znaleZé punkty, w ktérych gradient funkcji

( 1
wy) =1 -
f(:cy)( n<w+y)

C g ok . 16
jest réwny wektorowi @ = | 1, -9/
5. W péiplaszczyznie x > 0 wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji

f@y)=2"+y"+ 2
zy

1. Wprowadzajac wspélrzedne sferyczne sprowadzi¢ calke potréjna

/// 22y2® dadydz,
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gdzie U = {(z,y,2) : 1< 22 +¢y* +2°< 16,z > 0}, do iloczynu calek po- |

jedynczych.

2. Obliczyé polozenie srodka masy Jednorodnego obszaru D ograniczonego ]

) y?
bolami y = —, z = =,
parabolami y = —-, z 1
3. Wykorzystujac rézniczke funkeji obliczyé przyblizona warto$é wyrazenia
V/(2.9)3 + (4.1)3 + (3.8)3.

4. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = yv/z — 4> — 2 + 6y + 3.

5. Obliczy¢ calke podwéjng / / y dzdy, jezeli obszar catkowania D okreglony |
’ D

jest nieréwnoscia 22 + y? < 4y.

Zestaw X

1. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = 2® + v+ $21 .

2. Napisaé réwnanie stycznej do krzywej ze¥ + ye® = e®¥ w punkcie przeciecia
tej krzywej z osia Oy.

3. Obliczy¢ mase obszaru D ograniczonego krzywymi

y= \/6$~x2’ yz\/gm’ y=0’

Jezeli gestodé powierzchniowa masy okreélona jest wzorem o(z, y) = zy.

/U/ e dxc?ydz,

gdzie obszar U ograniczajs powierzchnie z = siny, z = 0, y=09y=m,
z=1z=4.

4. Obliczyé calke potréjna

5. Obliczyé objetoéé bryly U ograniczonej powierzchniami

z=22 4y’ —4, 2=2— /2% {42
: ¢

Sporzadzié¢ rysunek

1. Wyznaczy¢ lokalne ekstrema funkcji f(z,y) = ve® (z + y?).
2. Wyznaczyé wersor ¥ tak, aby pochodna kierunkowa funkcji
flz,y) = g— + cos (y°z)

w punkeie (1,0) w kierunku tego wersora miala wartosé 0.

F' Drugle kolokwium

3. Obliczy¢ moment statyczny wzgledem osi Oy obszaru D ograniczonego krzy-

z=—2y -2 z=—-Viy-v z=0,

jezeli ggstosé powierzchniowa masy okreslona jest wzorem o(z,y) = ¥

/ / / 2?2 sin 7y dzdydz,
U

. N . 1 P — — 0’ = 1'
gdzie obszar U ograniczaja pow1erzchp1e 2=1-2%,2=0,¥ Y

wymi

4. Obliczy¢ catke potréjna

5. Obliczy¢ objetoéé bryly U ograniczonej powierzchniami o
z=+z2+y? -3, 24yt =4, z=3-2" -y
Sporzadzié rysunek bryty U.

. _ 2
1. Wyznaczy¢ najmniejszg 1 najwicksza wartosc funkeji f(z,y) = zy” + 1 na

. ESEC I
zbiorze D okredlonym nieréwnoscig & +y° <L

2. Réwnanie zy —e? +z =0 okreéla na pewnym otoczenli,u punktu (o, yo) =
. (1,0) funkcje uwikiang y = y(z). Obliczyé y' (1) oraz 3" (1)

3. Obliczyé wspbirzedne érodka masy jednorodnego obszaru D ograniczonego

krzywymi
y=—y1-2?, y=-V9I—z3 y = —|z|.

4. Obliczy¢ calke potréjng
//f y cos z dzdydz,
U

j i ez =92 z=— =0,z=2
gdzie obszar U ograniczaja pow1erzc’hmeyz =y,2="YZ ,

5. Obliczyé objetosé bryly U ograniczdnej powierzchniami
. | =1-— vz +92% 22 +y?+42=0.

Sporzadzié¢ rysunek tej bryty.

i

1. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji uwiklanej y = y(z) zadanej rownqmem
. 24yt —zy—20+4y=0

2. Wyznaczy¢ wersor @, w kierunku ktérego przyrosty funkeji
| fl@y) =@+ —ez

od punktu (e,0) s najmniejsze.
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3. Obliczyé moment statyczny wzgledem osi Oz obszaru

wymi D ograniczonego krzy-

Y=—Vidz —2?, y= g,
gdy gestosé powierzchniowa masy ma postaé o(z,y) = x
Y) =z

w e¥dzdydz,
U

gdzie obszar U ograniczaja powie ie 2z =
$=0,$=Z2[. ja p rzchmez—-cos.z,z=0,y=1,y=—1',

4. Obliczyé calke potréjng

Zestawy zadan z egzaminéw+

5. Obliczyé objetosé bryly U ograniczonej powierzchniami

zz—m’ x2+y2=1’ z:2+$2+y2'

Sporzadzié rysunek tej bryly.

Egzamin podstawowy

Zestaw |

1. Promiefi podstawy stozka ma diugoé¢ R = 3 m, a wysokoéé H = 4 m.
Promiefi podstawy zwickszono 6 2 cm, natomiast wysoko$é zmniejszono o
3 em. Korzystajac z rézniczki funkcji obliczyé¢ w przyblizeniu, jak zmieni sig
pole powierzchni bocznej tego stozka.

oo
2. Obliczy¢ caltke nieﬁvlaéciwad / z-m;dm.
0

3. Wyznaczyé polozenie srodka masy cienkie] jednorodnej plytki w ksztaicie
pétkola o promieniu R. Zastosowaé wspblrzedne biegunowe.

4. Korzystajacz odpowiednich twierdzen o szeregach potegowych obliczy¢ sume
o .2
n
szeregu Z B
n=1

5. Spoéréd prostopadioécianéw o ustalohej dtugoéci przekatnej p = /3 wybraé
ten, ktéry ma najwieksza objgtos¢.

6. Obliczy¢ pole czgéci powierzchni z = z? 4+y? zawartej miedzy plaszczyznami
2=11i2z=9. Sporzadzié rysunek. Zastosowaé wspélrzedne biegunowe.

7. Jednorodna pétkula o promieniu R ma mase M. Obliczy¢ moment bezwlad-
nosci tej pétkuli wzgledem jej osi symetrii. Sporzadzié rysunek. Zastosowaé
wspéhrzedne sferyczne. '

8. Funkcja f(z,y) ma ciggle drugie pochodne czzgstkdwe na R? a funkcj.e p(t),
r(t) maja drugie pochodne na odcinku (e, B). Niech z(t) = f(p(t),r(t)) dla
t € (a, B). Obliczyé 2'(t), 2"(t).

# Od roku akademickiego 2000/2001 na obu egzaminach studenci otrzymujg do
rozwiazania w czasie 120 min. po 6 zadaf.

N
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1. Korzystajac z rézniczki funkcji obliczyé przyblizong wartosé wyrazenia
{/(6.01)3 — (2.98)3 — (4.03)3.

2. Okreslié polozenie rodka masy jednorodnego obszaru ograniczonego po- |

wier_zchniafni 2=0,z=4,224+9>=9,2=0,(z > 0). Sporzadzié rysunek.
Zastosowaé wspéirzedne walcowe.

oo
3. Obliczyé calke niewlasciwg, /
)

e dzx
e +1°

4. Podaé definicje pochodnej kierunkowej funkcji f w punkcie (zo,yo) w kie-
runku wersora ¥ = (v,, vy) . Korzystajac z tej definicji obliczyé pochodna,

kierunkows funkcji f(z,y) = /23 + y® w punkcie (@o,y0) = (i"/'i 1) w

kierunku wersora ¥ = E -——5-
13’ 13)/°

5. Cienka jednorodna plytka o masie M ma ksztalt tréjkata prostokatnego

réyvnorarpiennego o przeciwprostokatnej a. Obliczyé moment bezwladnosci-
tej plytki wzgledem przeciwprostokatnej.

6. N apisa¢ réwnanie stycznej do krzywej ze¥ + ye® = ™ w punkcie jej prze-
ciecia z osig Oy. 4

7. Znale#¢é ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = (y* —2z)e72.

. . . P n
8. Zbada¢ zbieznoéé szeregu E (——1)"37. Odpowied? uzasadnié.
n=1

1. Sre‘dnica walca zmierzona z dokladnoécia 1 cm Wynosi D =1 m, a wysokosé
zmierzona z doktadnoscig 2 cm wynosi H = 2 m. Z jaka w przyblizeniu
dokladnoécia mozna obliczyé objetosé tego walca?

2. Obliczyé objetoéé obszaru U ograniczonego powierzchniami

z2=23,2=1/25-22 — y2, ;

Sporzadzié¢ rysunek tego obszaru. Zastosowadé wspbirzedne biegunowe.

3. Wyznaczyé przedzial zbieznosci szeregu potggowegd

4. Napisaé réwnanie plaszczyzny stycznej w punkcie (1, V3, zo) do wykresu
funkcji '

T
z = arctg —.
£)

F' Egzamin podstawowy

5. Jednorodna cienka plytka o masie M ma ksztalt kwadratu o boku a. Obli-
czyé moment bezwladnodci tej plytki wzgledem jej przekatnej.

6. W calce iterowanej
1

/dx /2 f(z,y)dy

0 z34+1 v.
zmienié kolejnoéé catkowania. Sporzadzié rysunek obszaru catkownia.

7. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = zyln (2? + y?) polozone we
wnetrzu pierwszej éwiartki ukladu wspéirzednych.

8. Znalezé polozenie érodka masy czeéci jednorodnej kuli z? + Y +22 <1
lezacej w pierwszym oktancie ukladu wspétrzednych (z > 0,y > 0,z > 0).
Sporzadzié rysunek. Zastosowaé wspéirzedne sferyczne.

1. Zmienié kolejnoéé catkowania w calce

1 1-v1-2?
/ dz f F(z,) dy.
-1 z—1

Naszkicowaé obszar calkowania.

2. Obliczyé mase pélkuli wydrazonej o promieniu wewnetrznym r i promie-
niu zewnetrznym R, jezeli gestos¢ masy w punkcie jest réwna odlegloéci
tego punktu od érodka kuli. Sporzadzié¢ rysunek. Zastosowaé wspéirzedne

sferyczne.

3. Sformulowaé kryterium calkowe zbieznosci szeregéw. Korzystajac z tego kry-
oy :
. s . . 2z 2 n
terium zbadaé zbieznos¢ szeregu nE= m

4. Liczbe 12 przedstawi¢ w postaci sumy trzech dodatnich skladnikow z, y, z
tak, aby iloczyn zyz byl najwickszy. Jaka bedzie odpowiedz, gdy skladniki
moga mie¢ dowolny znak?

5. Korzystajac z odpowiednich twierdzen o szeregach potegowych obliczy¢ sume
X 2n -1 ‘ ’
szeregu Z TR
n=1

6. Obliczyé moment bezwladnosci wzgledem osi Oz jednorodnego (10=1) ob-
szaru ograniczonego powierzchniami z = z?+ y?, z = 4. Sporzadzié rysunek.
Zastosowaé wspdlrzedne biegunowe.

7. Znalesé ekstrema lokalne funkeji uwiklanej y = y(z) okreslonej réwnaniem
224943 —27zy = 0.
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8. Korzystajac z rézniczki funkeji obliczyé¢ przyblizons wartoéé wyrazenia

(1.02)4
7o
Zestaw ||
oo
1. Obliczyé catke niewlasciwg / .
2 -1
2
2. Zbadaé zbieznoéé szeregu
[e o}
Z sin —21—-
= 2n? +1

Sformulowaé wykorzystywane kryteria.

- Korzystajac z rézniczki funkcji obliczyé przyblizong wartoéé wyrazenia
V/(5.02)2 ~ (2.97)2,

- Wyznaczyé ekstrema lokalne funkeji f(z,y) = 22 + v+ —g-
‘ zY :
- Napisaé réwnanie stycznej w punkcie (1,2) do wykresu funkeji y = y(z
okredlonej réwnaniem z2y° — y? —4=0.
. Zmienié kolejnoéé catkowania w calce iterowanej
1 2—22
[& [ teva
L <

Narysowaé obszar catkowania.

7. Obliczyé pole tej czeéci sfery 2°+y%+2% = 9, ktéra spelnia warunek z > v/5 1

8. O.bliczyé.wspélrzgdne érodka masy jednorodnego obszaru ograniczonego po
wierzchniami 2% + 3> =4, 2 = 0, z = 6, gdzie > 0, y > 0. Zastosowa
wspéirzedne walcowe. Sporzadzié rysunek.

. Obliczyé¢ pole obszaru D zawartego miedzy

wykresem funkcji y = ze %"
dodatnig pélosia osi Oz. ‘

- Wyznaczyé przedzial zbieznosci szeregu potegowego
- ,

2

n=1

n

——e —_ n
n2+1(m 3"

gzamin podstawowy

Dany jest prostokat o bokach @ = 12 m i b = 5 m. O ile w przybliZeniu
zinieni si¢ dlugodé jego przekatnej, jesli boki tego prostokata zwiekszymy
odpowiednio 0 2 cm i 3 cm?

Wyznaczyé ekstrema lokalne funkeji f(z,y) = zy*(2 — z — y) we wngtrzu
pierwszej ¢wiartki uktadu wspétrzednych.

. ) (\ a
Wyznaczyé wersor ¥ = (vg,vy), W kierunku ktérego pochodna 5—{?(1,2)
funkcji f(z,y) = arcsin -;i' ma wartosé 0.

Zmienié kolejnoséé catkowania w calce iterowanej
4 6—12'33

/d/ﬂ%w@

o V&

Narysowaé obszar calkowania.

Obliczyé polozenie srodka masy jednorodnej éwiartki kola o promieniu R.

[+

gdzie U jest obszarem ograniczonym sferami z?+y2+22 = 1, 22 +y%+2? = 9.
Zastosowaé wspdlrzedne sferyczne.

Obliczyé calke potréjna
' dzdydz

+y2+22+1

Sformulowaé kryterium poréwnawcze zbieznosci calek niewlasciwych dru-
giego rodzaju. Korzystajac z tego kryterium zbadaé zbieznosé calki

2
1+4sinz

Vo
0

. Korzystajac z twierdzenia o rézniczkowaniu szeregu potggowego obliczy¢

sume szeregu

ad n
—pntr
20"

. Srednice walca D = 4 m i jego wysoko$é H = 3 m zmierzono z dokladnoscia,

do 1 cm. Oszacowaé biad, jaki popelnimy obliczajac jego objetosé.

. Wyznaczyé ekstrema funkeji uwiklanej y = y(z) zadanej wzorem

2? —2zy—3y° +4=0.

Znalezé plaszczyzne styczng w punkcie (3,2, 2p) do ‘wykresu funkcji
z=ln(:1:2 ——y3).



; !'umln podstawowy
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6. Za pomocs catki podwdjnej obliczyé pole obszaru D ograniczonego krzy-
wymizy=2iz+2y—5=0. ;

| Zestaw 111

i

7. Obliczyé objetosé obszaru U ograniczonego powierzchniami

dz -
z=2’+y? 2=6-/22+ y2. 1. Obliczy¢ catke niewlasciwa _/ 9+ 4z2’
Sporzadzié rysunek. |

—00
8. Obliczyé moment bezwladnosci wzgledem osi Oz jednorodnej (v, = 1) bryly |

U ograniczonej stozkiem z = /22 + yisfraz®+y° 422 =4, 2> 0

n=1
Zastosowaé wspéirzedne sferyczne. Sporzadzié rysunek.

o~ @+ 1)"
2. Wyznaczyé przedzial zbieznodci szeregu potegowego Z Tt

3. Krawedzie prostopadloécianu zmierzone z dokladnoscig 9.1 cm Wynoszg, oc.i—
. powiednio z = 10.0 cm, y = 150 cm i z = 20.0 cm. Z Jak.q w przyblizeniu
dokladnoscig, mozna obliczyé objetosé tego prostopadloscianu?

i

1. Sformulowaé kryterium ilorazowe zbieznosci calek niewltadciwych pierwszego

rodzaju. Korzystajac z tego kryterium zbadaé zbieznodé calki
[>o]

/ rdx
-~ x?+cosz’
1
2. Rozwingé w szereg Maclaurina funkcje
2z -1

f(m)z(w+1)(x—2)'

Okreslié promien zbieznosci tego szeregu.

4, Wyznaczyé wartoéé najmniejszg i najwigksza funkeji f (z,y) = 2zy Iila’ Aob-
szarze z° +y? < L.

5. Zbadaé ciagloéé funkcji
. In(l+zy) dla y#0,z€R,
f@y)=q & da y=0zeR.

; 2,2 -
6. Sprawdzié, ze funkcja uwiklana y = y(x) okrfeslona wzorem z°+y*+4xy =0
spelnia warunek y”(z) = 0. Wyjaéni¢ powyzszy fakt.

7. Wyznaczyé polozenie érodka masy jednorodnej polowy kola okreslonej nie-

3. Oile w przyblizeniu wzroénie objetosé prostopadloscianu, ktérego krawedzie réwnosciami 22 +° < 2y, 2 > 0.

maja dtugodci 2m, 3 mi 4 m, Jezeli wydhuzymy je odpowiednio o 1 cm, 2. cm . . s —
i3cm? 8. Obliczyé moment bezwltadnoéci wzgledem osi Oz jednorodnej (vo = 1) bryly

. . . . s 2 — O w2 + 2 — 2w.‘
owierzchniami z* = 4z, 2 , Y ,
4. Wyznaczyé wartoéé najmniejsza i najwicksza funkcji U ograniczonej p )

f(xry) = m2 - 4y2

na kole z% + 3% < 1.

: I T .
1. Czy pole obszaru D zawartego migdzy krzywg y = e *" i osig Oz Jegt

3. Obliczyé pochodng Kierunkowa funkcji skoficzone? OdpowiedZ uzasadnié. Sporzadzié rysunek.

f(z,y) =In /a2 + 42 /

w punkcie (—3,4) w kierunku wersora @ tworzacego k{qt 332-71' z dodatnia
pélosia Oz. ¢

2

L ingé kcie 2o = —1.
2. Funkcje f(z) = 0+ = rozwinaé w szereg Taylora w punkcie zo

Okreslié przedzial jego zbieznosci.

.

6. Za pomoca calki podwéjnej obliczyé pole obszaru D ograniczbnego krzy-.

3. Zbadaé czy istnieje granica  lim sin 2:2—_”/5
wymiy =2°+ 2 —1iz—y+ 3=0.

(z,9)—(0,0) |
4. Na powierzchni okreélonej réwnaniem zyz = 1 wyznaczy¢ punkt, ktéry lezy

7. Obliczyé pole czedci powierzchni z = zy wycietej przez walec z? + y? = 4. najblizej poczatku ukladu wspéirzednych.

8. Znale#é wspéirzedne srodka masy jednorodnego stozka

0<2<2— /22 42

Zastosowaé wspélrzedne walcowe., Sporzadzié rysunek.

i) §é i dokladnoscia 0.1‘cm,
ieni podstawy walca i jego wysokoéé, zmierzone z
> :\SI}"(;II(I)I;Z: I(jcolpowiec}lrnio R=16cmi H = 3.2 cm. Oszacowaé blad wzgledny

przy obliczeniu objetosé V' tego walca. .

B

.
.
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Egzamin podstawowy

6. Wyznaczyé réwnanie stycznej w
nej y = y(z) zadanej réwnaniem
leny+y21nm+ 1=0.

7. Obliczyé pole tej czeéci 5 stozka y? + 22

4. Suma trzech liczb dodatnich z, y, 2 wynosi 120. Jaki jest najwiekszy mozliwy

punkcie zo = 1 do wykresu funkcji uwikla-
1 ich iloczyn?

B. Przyprostokatne tréjkata prostokatnego zmierzone z dokladnoédcia 0.1 cm

: 44 o ibh= j blizeniu dokladnoéci
= z2, ktéra lezy wewngtrz wale maja diugosé a = 7.5 cm i b = 18.0 cm. Z jaka w przyblizeni ®

x? 4+ y?=1. mozna obliczyé dlugosé przeciwprostokatnej ¢ tego tréjkata?
2 ¢ . . 2 2 . - .
8. Wyznaczyé srodek masy jednorodnej bryly U ograniczonej plaszczyznami 6. Przeksztalcié wyrazenie ——2 ——46—2 wprowadzajac nowe zmienne v = 2z+y,
ukiadu wspéirzednych i plaszczyng x +y + 2 = 3, o oz? Oy

v =2z —y.

7. Obliczyé moment bezwladnosci wzgledem osi Oz jednorodnego (o = 1) ob-

szaru D ograniczonego prostymi y = = 3y=3.
1. Obliczyé pole obszaru D zawartego pomigdzy krzyws y = arctzg:lr’ gdzie
z > 11 jej asymptots,. m |

8. Obliczyé, jaka czeéé objetosei kuli z2+y%+22 < 2z jest wycigta przez stozek
22 +y? - 22 =0. :
(> ]
2. Obliczy¢ sume szer egu Z n(z + 2)". Podaé dziedzine tej sumy.

n=1

| Zestaw IV
3. Korzystajac z rézniczki funkcji obliczy¢ przyblizons wartosé Wwyrazenia |
2
(Vi5- vo9).
4. W.kul? o promieniu R = 6 cm wpisano prostopadlodcian o najwiekszej
objetosci. Wyznaczyé dhugosci krawedzi z, y, 2 tego prostopadloécianu. :

1. Korzystajac z twierdzenia o rézniczkowaniu szex‘egu potegowego obliczyé
sume szeregu
3n-1
211

n=1

1
5. Zbadaé ciaglosé funkeji f(z,y)={ * sm:; da y#0, z€R,
0 da y=0,z€eR.

6. Sprawdzié, ze dla funkeji z(z,y) = y + F (22 - y?), gdzie F
funkcja rézniczkowalns Jednej zmiennej, zachodzi réwnosgé

2. Funkcje f(z) = 2% sin2z rozwinaé w szereg Maclaurina. Korzystajac z tego
rozwiniecia obliczyé f(3)(0).
3. Napisaé¢ réwnanie stycznej w punkcie (0,1) do wykresu funkcji uwiklanej

Jest dowolna
; y = y(z) okreslonej réwnaniem

Oz (2 i;.
| Yor Ty == 2y — e’ = 1.
7. O?)liczyé moment beZWladnos’cijednorodnego trojkata réwnobocznego o boku 4. Znalezé wspélrzedne punktu C lezacego na pl’észczy?nie z =.2, %{t.éry z
@ 1 masie M, wrgledem Jego boku. punktami A = (1,0,0) i B = (0,-2,0) tworzy tréjkat o najmniejszym
8. Obliczyé objetosé bryly U ograniczonej powierzchniami g + 22 — z = ;, . obwodzie. ' o '
z=0 g - 5. Narysowaé obszar calkowania i nastgpnie zmienié¢ kolejnoéé catkowania w
/ calce iterowanej
1 —z?
e . . d z,y)dy.
1. Obhczy_c objetosé bryty U ograniczone] powierzchnia powstaly z obrotu / z / ‘f (z,9) \
krzywej y = ze™®, z > 0, wokd! jej asymptoty. ; BT v
2. Funkcje f(z) = arctgz rozwingé w szereg Maclaurina, Okredlié promien 6. Obliczy¢ mase obszaru D ograniczonego krzywymi
zbieznodci tego szeregu. . ] 22 4 y2 =2z, 2%+ yg = dg
‘ 2=y s Sci i iowej masy o(z,y) = z.
3. Zbadad, czy istnieje granica lim St Y o gestodci powierzchniowej y o(z,y)

(z.9)—(0,0) 22 + 92
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7. Obliczyé calke potréjna

[// ycosmz dzdydz,

U
jezeli obszar U ograniczony jest powierzchniami z = 1 — vz =0,2z=1
Narysowaé obszar calkowania. , ’

8. Obliczyé moment stat
yczny wzgledem plaszczyzny 20z jed
obszaru okreélonego nieréwnoéciami i Jederadnego (o

1<x2+y2+22<3, y20, 22>0.
Zastosowaé wspélrzedne sferyczne.

Wyznaczyé promien i przedzial zbieznosci szeregu potegowego
[» o]
ST
= N
2. Znale#é wersor wskazujacy kierunek, w ktérym pochodna kierunkowa funkeji

f(z,y) =sinzy? + %

w punkcie (1,0) przyjmuje wartoéé 0.

3. Wyznagzyé.punkt wR3 o nieujemnych wspélrzednych, ktérych suma réwna
sig 1, a ich iloczyn jest najwigkszy. =

4. Znalez¢ ekstrema funkeji uwiklanej y = y(z) okreslonej réwnaniem
a’e —yt +1=0.
5. Obliczyé pole powierzchni plata ¥ wycigtego z wykresu funkcji z = 1422442
przez walec o réwnaniu #? + y? = 3. Sporzadzié rysunek.

6. Obliczyé moment statyczny wzgledem osi Oz Jednorodnego obszaru D o

masie M ograniczonego krzywymi y = 0, y — \/‘_\_2 P
rysunek. ym y Y 4 - (z - 2)%. Sporzadzié

7. Calke podwéjng // f(z,y) dzdy, gdzie obszar D ograniczony jest krzywymi
D ]

- - — _ 2 —_ . s, .
y—z—2=0,y9 -z +2z —2 = 0, zamienié na calki iterowane, Naszkicowaé
obszar calkowania.

8. Wyznaczyé wspélrzedne $rodka masy bryly :
ryly U § P .
wzorem Yy bryty U o gestosci masy okredlonej

1

z, yT) = ——————
v(z,y, ) Py

ktéra ograniczona jest powierzchniami

z=0, Z=—\/4—22 -y :-,/1_m2_yz_' )

4 Ijznmln podstawowy
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Zastosowaé wspblrzedne sferyczne. Sporzadzié rysunek.

[oe]
1. Zbadaé zbieznosé szeregu E

n=1

Sf:;l. Sformulowaé¢ wykorzystywane kryteria.
2. Na powierzchni okredlonej réwnaniem 2z = xi znalezé punkt, ktéry lezy
najblizej poczatku ukladu wspéirzednych,
3. Uzasadnié, ze réwnanie z°y + cosy = 1 okreéla na otoczeniu punktu (1,0)
funkcje uwiklang y = y(z). Obliczyé y'(1) oraz y''(1).
4, Wyznaczy¢ dziedzing, zbiér wartosci oraz narysowaé poziomice funkcji
fley)=In(4-2" -y?).
5. Funkcja f(u,v) ma na R? ciagle wszystkie pochodne czastkowe drugiego
rzedu. Obliczyé pochodne czastkowe Z—Z, 5%2% funkeji ‘
h(z,y) = zf (zy*,z +7y) .

6. Obliczyé pole powierzchni plata X wycietego z powierzchni z = 1 — z2 — y?
przez plaszczyzny 2 = —1, z = —3. Zastosowaé wspdirzedne biegunqwe.

Sporzadzi¢ rysunek.

7. Obliczyé calke podwdjna / / zy dzdy, gdzie D jest obszarem ograniczonym

, n o
krzywymi z = 32, z =1+ /1 — 2.

8. Obliczyé moment bezwladnosci wzgledem osi Oz jednorodnej (o = 1) bryly
ograniczonej powierzchniami

z=y/t—22—y?, z= /x> +¢

\
&

Zastosowaé wspéirzedne sferyczne.

1. Obliczyé objetoéé bryty U ograniczonej powierzchnig powstalg z obrotu wy-
gdzie 3 < z < 4, dookola osi Oz.

kresu funkcji f(z) = Ti—a
-z

2. Funkcje f(z) = 5 i p rozwingé w szereg Maclaurina. Wyznaczyé przedzial

zbieznodci otrzymanego szeregu.

3. Obliczyé¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = (=* + ) Vev.




o . 4eéstawy zadan z egzaminéw

4. Na przykladzie funkeji ' ,
f(z,y) =In(2? + 4% +1)

sprawdzié, ze wektor grad f (zo,0) j - . 3
; »¥o) Jest prostopadty d "
chodzacej przez punkt (o, y0) . padly € Jej poziomicy prze \‘

5. Z definicji zbadaé istnienie pochodnej kierunkowej funkeji
f@y)=v{y-1)

w punkcie (1, 1) w kierunku wersora nachylonego do osi Oz pod katem il
, 3’

6. Obliczyé calke podwdjng, // z dzdy, gdzie obszar D ograniczony jest krzy- |
D

wymi y = —2, y = 3z, 22 + 42 = 4y. Naszkicowaé obszar catkowania.

7. Obliczyé objetosé bryly U ograniczonej powierzchniami y=2%2=0
Z +y -+ 2 = 2. Sporzadzié rysunek. ’

8. Obliczyé mctment statyczny wzgledem plaszczyzny zQOy jednorodnej (y, = 1
bryly ograniczonej stozkiem z = V2 + 92, plaszczyzng y = 0 oraz polsfers,

- 2 . Py !
2=/4 -2 -2 Zastosowac wspbirzedne sferyczne. Sporzadzié rysunek.

Zestaw V

. a kl nlewiaSClWe[/—'—“ y y y"
]. Zbadac ZbIGZﬂOSC C } . SfOI Illulowac W kO Z St
— T
wane kr y terla.

2. Wyznaczyé promien i przedzial zbieznosci szeregu potggowego
o o
(z+3)n
= 2"/n
3. Napisaé réwnanie plaszczyny stycznej w punkcie (1,1, 20) do wykresu funkeji
z=2z\/y — e®Iny.
4. Wyznaczyé wersor @ = (ve,vy) wskazujacy kierunek, w ktérym pochodna,

kierunkowa, %(3, 4) funkeji

flz,y) = arctg ¥
2, m
ma wartosé 0.

5. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkeji f(z,y) = z. + g + .

R s

4 ‘Egzamin podstawowy

6. Naszkicowaé obszar catkowania i nastepnie zmienié kolejnoéé catkowania w
calce iterowanej :

2 1-3
/ do / f(z,y) dy.
o v

7. Obliczyé pole plata ¥ wycigtego ze sfery z = /4 — 22 — y? przez powierzch-
nie walcows 2 + y% — 2y = 0. Zastosowaé wspéirzedne biegunowe.

8. Obliczyé mase bryly U ograniczonej plaszczyznami y+ 2 = 1, y + 2 = 2,

2=02z=12=01iz =3, o gestosci objetosciowej masy ~(z,y,2) = zy.
Sporzadzié rysunek.

o0
- .. [ zsin2z
1. Zbadaé zbieznoéé i zbieznodé bezwzgledna calki niewlasciwej / e dz.
0

2. Funkcje f(z) = ;2—:31 rozwinaé w szereg Maclaurina. Okredli¢ przedzial

zbieznosci otrzymanego szeregu.

3. Promien podstawy stozka zmierzony z dokladnoscig 1 cm wynosi R = 3 m,
a jego wysokosé zmierzona z dokladnoédcig 2 cm wynosi H = 4 m. Z jaka, w
przyblizeniu, doktadnoécia mozna obliczyé pole powierzchni bocznej P tego
stozka?

4. Niech f bedzie dowolna funkcja jednej zmiennej rézniczkowalng na R. Po-
kazaé, ze funkcja z(z,y) = y + f (2? — 3°) spelnia réwnanie |

0z n z@z -
Yoz oy
5. Znalezé ekstrema lokalne funkcji uwiklanej y = y(z) okredlonej réwnaniem
z? —2ey+2y* +22+1=0.

f/ (x2 + yg) dzdy,

jezeli obszar calkowania D ograniczony jest prostymiy =z,y =z+2,y = 2
i y = 3. Sporzadzié rysunek. : ’ :

6. Obliczyé catke podwéjna

7. Obliczyé mase plytki D ograniczonej krzywymi
2249y =2, y=1zx, y=0,

jezeli gestodé powierzchniowa masy o(z,y) = v/x2 + y2. Sporzadzié rysunek.
Zastosowaé wspélrzedne biegunowe. ‘
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8. Korzystajac z calki potréjnej obliczyé objgtoéc’ bryly U ograniczonej po- |

wierzchniami 2z = z? 4+ 32, » = 2(0+9?), y=ziy = a2, Sporzadzi
rysunek.

us

P,
1. Zbadaé zbieznosé calki niewlasciwej / :;1 z dz. Sformulowaé wykorzysty.
' 0

wane twierdzenia.

2. Wyznaczyé przedziat zbieznoéci szeregu potegowego

S
= nln’n’
3. Korzystajac z rézniczki funkcji obliczyé przyblizona warto$é wyrazenia,

(1.02)199 /7 97

4. Napisaé ré6wnanie stycznej w punkcie (1, %0) do wykresu funkeji uwiklane;j
¥ = y(z) okreslonej réwnaniem -

?lny —y?Inz+1=0.

5. Znalezé dhugosci a, b, ¢ krawedzi prostopadloécianu o objetodci V = 27

1
ktéry ma najmniejsze pole powierzchni calkowite;j.

6. Korzystajac z catki podwé Jjnej obliczyé pole figury D ograniczonej krzywymi ‘1

» ¥’ =22+1 i y2=—6z+0.
Sporzadzié rysunek.

7. Wprowadzajac wspéirzedne biegunowe obliczyé calke podwdjng,

// dxdy
/1 =22 — 42’
% 1—22-y
gdzie D jest obszarem okredlonym nieréwnoéciami y<z?+ v <azi y 2 0.

Sporzadzié rysunek.

8. Obliczyé moment bezwladnogci Jednorodnego walca o masie M. » promieniu
podstawy R i wysokoéci H. , wzgledem Srednicy podstawy. Sporzadzié rysu-
nek. Zastosowaé wspéirzedne walcowe.

1. Obliczyé pole obszaru D, ktéry jest ograniczony wykresem funkcji
: _arctgz
S
oraz prostymi z =1, y =0 i lezy w pélplaszezysnie z > 1.

f Bgzamin podstawowy
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2. Korzystajac z odpowiednich twierdzen o szeregach potggowych obliczy¢ sume

1
szeregu Z 3
n=1

. arcsiny
3. Obliczyé pochodna kierunkows funkcji f(z,y) = Py

3 4\ -
(_\/j _[_3.> w kierunku wersora T = <5’ 5) .

w punkcie (zg, yo) =

2’ 2
4. Niech g(z,y) = f (zy,2* + y?), gdzie funkcja f ma ciagle pochodne czgst-
' . dg . Og
kowe na R°. Obliczyé Yo ~ x By
5. Wyznaczyé najmniejszg i najwigksza wa;toéézfunkcji flz,y)
na obszarze okreslonym nieréwnoscia z* + y* < 16.
6. Korzystajac z calki podwdjnej obliczyé objetosé tfl:yly U ograniczonej po-
. wierzchniami z = 1 — 22, z = 0 i y? = z. Sporzadzi¢ rysunek.

= 2z2—-y2+12$

7. Obliczy¢ moment bezwladnodci wzgledem osi Oy.obsza.ru D ?kres.lonego
. przez nieréwnoéci z? + y°> < 4, z > 0 o gestosci powierzchniowej masy

o(z,y) = \/z? + y?. Zastosowaé wspéirzedne biegunowe.
1 s 0
8. Wprowadzajac wspbirzedne sferyczne obliczy¢ catke potr Jng

/ / / Va? + 92 + 22 dzdydz
U

jeréwnosé 22 + 32 + 22 < z. Sporzadzié
po obszarze U okredlonym przez nier6wnos¢ z° + y° + 2° < porza

rysunek.

Zestaw VI

1. Wykorzystujac kryterium ilorazowe zbadaé zbieznosé calki niewladciwej
. \ 4
arctg x

0 \/;g

2. Wykorzystujac kryterium poréwnawcze zbadaé zbieznosé¢ szeregu
. ve °

sin™
Z e ’

n=%

dz.

. 222 —gy+y?
3. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkeji f(z,y) = ™ ~™¥7Y".

4. Obliczyé moment statyczny, wzgledem osi Oz, jednorodnego (00 =1) ob-
szaru D ograniczonego krzywymi

x
z? -2z +y* =0, y=ﬁ, (z>0,y>0).
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5. Obliczyé pochodna kierunkows funkeji f(z,y) = In+/z2 + zy? w punkcie
(2,4), w kierunku wersora tworzacego z dodatnia, czescig osi Oz kat g—

z+2y

6. Wykazaé, Ze nie istnieje granica —_—
Y 8 (2.9)—(0,0) 22 + y2

7. Obliczyé objetosé bryly U ograniczonej powierzchniami
z=0,22-22+y? =0, 2 = /22 + y°.

8. Obliczyé moment bezwladnosci, wzglgdern 051 Oz, jednorodnej (o = 1) bryty
U ograniczonej powierzchniami z = 2% + 3% + 1, 2 = 5.

ipa B
1. Wykorzystujac kryterium ilorazowe zbadaé zbieznoéé catki niewlasciwej
[o o]

73

1+ 23
1

Z

. n
2. Wykorzystujac kryterium d’Alemberta zbadaé zbieznosé szeregu E é—g—'- :
3nn

w

. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = In (:1:2 + eyz) .

£

. Obliczy¢ mase obszaru D ograniczonego krzywymi
$2+y2 -2y, y= \/§:1:, (.’I:> 0,y> O)a
Jezeli jego powierzchniowa gestoéé masy wyraza sie wzorem o(z,y) = z.

5. Napisaé réwnanie plaszczyzny stycznej w punkcie (1 V3, zo) do wykresu
funkcji

z = arctg z
- Wykorzystujac rézniczke funkeji obliczyé przyblizona wartoéé wyrazenia
arctgl,l
V398

. Obliczyé pole plata PN bgd@cego czgécig wykresu funkeji z = /22 + y? lezaca,
wewnatrz walca 22 + y% — 2y = 0.

(=}

~

8. Obliczy¢ moment statyczny, wzgledem plaszczyzny mOy, jednorodnej (yo = 1) 1

bryty U ograniczonej powierzchniami z = —z? — 2 + 9, 2z = 5.

ey

- Wykorzystujac kryterium poréwnawcze zbadaé zbieznoéé catki niewlasciwej
) o0

z+Inz
3+ e

Egzamin podstawowy

2. Wykorzystujac kryterium catkowe zbadaé zbieznoéé szeregu Z o
3. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkeji f(z,y) = e~ (z —3?).
4. Obliczyé moment bezwladnosci, 'wzglgdem punktu (0, 0), obszaru D ograni-
czonego krzywymi )
372‘*‘:’}2:2, y=1, (.’B}O,y} 1);

jezeli jego gestosé powierzchniowa masy wyraza si¢ wzorem
5

o(z,y) = («* +7°)
5. Wyznaczyé przedzial zbieznosci szeregu potggowego

foo) .
xﬂ.

n=14/3n+ ;1;
6. Napisaé réwnanie stycznej w punkcie (1,70) do wykresu funkcji uwiklanej
y = y(z) okreslonej warunkiem y’Inz +ye™® — 1 = 0.
7. Obliczyé pole plata ¥ bedacego czescig wykresu funkeji z = v/22 + y? lezaca
miedzy plaszczyznamn z2=2,2z=3.
8. Obliczy¢ mase bryly U ograniczonej powierzchniami L
224 y? +22 =8, 2= /22 + 92, (22> 0),

jezeli jej objetosciowa gestoéé masy wyraza sie wzorem ¥(z, y, 2) = v/x? + y2.

1. Wykorzystujac kryterium ilorazowe zbadaé zbieznodé catki niewlasciwej
' 1

dz
z3 +sin’ z
0 .

2. Wykorzystujac kryterium Cauchy’ego zbadaé zbieznoéé szeregu

n?

) 7

> (++7)

m\n+t 1

3. We wnetrzu pierwszej éwiartki ukladu wspoirzqdnych znalezc ekstrema. lo-
kalne funkcji

f(z,y) = zy(z +y+1).

N

4. Obliczy¢ wartosé érednig funkeji f(z,y) = (2% + yz) na obszarze ogra-
niczonym krzywymi
249y =2 z=1, y=0(z>1,y>0).
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5. Wykorzystujac rézniczke funkcji obliczy¢ w przyblizeniu, jak zmieni si¢ ob- | 6.
Jetodé stozka o wysokoéei H = 100 cm i promieniu podstawy R = 50 cm,
Jezeli jego wysokosé zwigkszymy o 2 cm, a promien podstawy zmniejszymy - 4 7
o1 cm. i )
6. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkeji uwikianej y = y(z) okreslonej réw- ; 8
naniem )

z? — 22y + y = 0.
7. Obliczyé objetosé bryty U ograniczonej powierzchniami z = 10 — 22 — y?
z=1,
8. Obliczyé moment bezwladnosci, wzgledem poczatku ukiadu wspéirzednych :
bryly U ograniczonej powierzchniami
22+ y? 422 = 16, 22 + 3 + 22 =4, (22>0),
jezeli jej objetosciowa gestosé masy wyraza sie wzorem

m2 + y2

| Zestaw VII

1. Charakter zmian natezenia pradu elektrycznego pewnego impulsu wywola-
nego w obwodzie jest okredlony zaleznoscig i(t) = 5te™?. Wyznaczyé calko-
wity tadunek elektryczny

[so]

g= / i(t) dt,

, 0
Jaki przeplynie w obwodzie wskutek wywolania jednego impulsu. -

2. Stosujac kryterium poréwnawcze lub ilorazowe zbadad zbieznoéé szeregu

3. Znalez¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = 23 + ’3zzcy2 — 6zy.

4. Wyznaczyé przedzial zbieznogci szeregu potegowego
(s}

xﬂ.
:4;1 nl0n-1"
5. Korzystajac z definicji obliczyé pochodng kierunkows funkcji
f@y)=2"+ay+3y—1

w punkcie (zg, yo) = 1L, w kierunku wersora % = (_?g, _lg) )

" Bgrzamin podstawowy

Obliczyé objetosé bryly U ograniczonej powierzchniami

=22 +y?, 22 +y’ =2, 2?24+ y? =2z, 2=0.
Obliczyé moment bezwladnosci jednorodnej (00.= 1) figury D okredlonej
nieréwnoéciami x2 + y? < R?, y > 0 wzgledem osi Oz.
Okreslié polozenie §rodka masy kuli 22+ 9%+ 22 < 2z, jezeli jej ob ngOSCl?c\la{va
gestosé masy w punkcie jest réwna odlegloéci tego punktu od poczatku
ukladu wspélrzednych.

N . 0 z=0
. Obliczyé pole obszaru D, vktory _]2est ogrgmczony przez proste y T ,

-3
z=9oraz krzgywgy=(z-1) °.

. Wykazaé, ze funkcja z = In (e” + €¥) spelnia réwnanie

9%z 8%z [ 9%z )2
822 9y?. \ozdy/)

. Znale?¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkcji

fay)=2"+2" + (@~ 1)° + (y - 1)’
na tréjkacie domknietym o wierzchotkach O = (0,0), A = (1,0), B = (0, 1).

Obliczyé pochodne g’ (z), y” (z) funkeji uwiklanej y = y(z) okreslonej wzorem

)
In /2% +y? = arctg s

. Znalezé zbiér z € R, dla ktérych szereg

ko n
Z (z® -3z +1)
n=0

jest zbiezny. Wyznaczyé sume S(z) tego szeregu.

Znalezé momeénty statyczne wzgledem obu osi ukladu wspéirzednych jed-

norodnego (0o = 1) obszaru plaskiego ograniczonego sinusoidg y = sinz,
gdzie 0 < z < 7, i-osig Oz.

Obliczyé mase kola o promiehiu R i powierzchniowej gestosci masy réwnej

w kazdym punkcie odleglosci tego punktu od brzegu kota.

. Obliczyé¢ calke potréjna

/] (= +y?) dzdydz,
JJ

. . ) 2 _ o
jezeli U jest obszarem ograniczonym powierzchnig z° + y 2z = 0 oraz
plaszezyzna z = 2. Narysowaé obszar U.
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. Korzystajac z kryterium poréwnawczego lub ilorazowego zbadaé zbieznogé ]

» catki niewlasciwej

o0

/ z%dx

/] zt+a2+1
1

. Obliczyé pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji okreslonej wzorem 1

feg) = { 71 U @) #0,0)
0 dla (z,y) = (0,0)
i zbadacé ich ciagloéé w punkcie (z, yo) = (0,0).
- Znalezé ekstrema funkcji uwikianej y = y(z) okreslonej réwnaniem
z? —2zy+2y% +22+1=0.

o0
- Stosujac kryterium catkowe zbadaé zbieznosé szeregu Z 14 .
n—ynln®n
iy . ; 1 16
. Znale¢ punkt (z,y) taki, ze grad In { z +§ =11, -3/

- Obszar D jest ograniczony krzywymi o réwaniach z = 3, z + y=3,y% =4z
dla y > 0. Obliczyé objetosé bryly walcowej U, ktérej podstawsg jest obszar
D, a jej tworzace sa prostopadle do plaszczyzny zOy, a bryla Jjest écieta
plaszczyzng o réwnaniu z + y—z=0.
- Okresli¢ moment statyczny wzgledem plaszczyzny 2Oy kuli

' z2? +y? + 22 < 4z,
Jezeli powierzchniowa gestoéé masy w kazdym punkcie jest réwna kwadra-
towi odlegloéci tego punktu od poczatku ukladu wspéirzednych.
« Obliczy¢ wspétrzedne srodka masy jednorodnej bryty ograniczonej powierz-
chniami z =1 - z? -y% z=0.

- Zbadad, czy figura D ograniczona krzywa y = i osiami ukladu wspél-

8
22 +4
rzgdnych ma skoficzone pole.

. Wykazaé, ze granica  lim — 3 nie istnieje.
(a:,y)—-»(0,0) xZe — l‘y + y .

. Zbadaé zbieznosé szeregu
o o]
1 : e
221;2- (\/n2+n\/ﬁ— \/n2 —n\/ﬁ) .
n=
Skorzystaé z kryterium poréwnawczego lub ilorazowego.

Bgzamin podstawowy

4. Wyznaczyé warto§é najmniejszg i najwicksza funkcji
fl@y)=2" —zy+y* -2z +y
na obszarze D okredlonym nieréwnosciami z < 0, |z| + |y| < 1.

d?u

s 2 ca Y T
5. Obliczyé pochodng czgstkows 520y funkcji u(z,y) = z* arctg P arctg "

. ’ : 2
6. Obliczyé catke / / / 2%|2| dzdydz, gdzie U jest kula z% + 3 + 2% < R?.
U

2 B . .
7. Obliczyé caltke / / a:_2 dzdy, gdzie D jest obszarem ograniczonym prostymi
y .
D

z =2, y = z i hiperbola zy = 1.
8. Wyznaczyé érodek masy jednorodnej potowy kola 22 + 3% < 2z, y < 0.

Zestaw VI

., [sinz
1. Wykorzystujac rozwinigcie Maclaurina funkeji sin  obliczyé / T dz.

2. W punkeie (0, 0) zbadaé ciaglo$é funkcji f okreslonej wzorem
2,2
2V dla 22+ y? >0,
flzy)=q 22442 \
0 dla z2+y%=0.

. .. . [Insinz
3. Zbadaé zbieznosé calki niewladciwe] W dz.
0

1 22 e 2 2
4. ZnaleZ¢ najmniejsza’i najwieksza wartosé funkcji f.(w, y) =z°—-y° na kqle
o érodku w poczatku ukladu Wspéhgzgdnfych i promieniu 2.

5. Obliczyé wartoéé érednig funkeji f(z,y) = 12 — 2z — 3y na obszarze D
ograniczonym prostymi 12 —2z —3y=0,z=0,y = 0.
6. Obliczyé pole plata ¥ bedacego czgécia powierzchni 22 = 4z odcigta walcem
z? 4+ y? = 4z i plaszczyna z = 1.
7. W calce iterowanej
1 1-z T+y
/ dzx / dy / f(z,y,2)dz
0 0 0

zmienié kolejnoéé calkowania. Narysowaé obszar catkowania.
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8. Przechodzac do wspéhrzednych sferycznych obliczyé catke

1. Wyznaczyé zbidr tych liczb naturalnych k, dla ktérych caltka niewlasciwa

/// Va2 +y? + 22 dzdydz,
o ,

gdzie obszar catkowania U jest ograniczony sferg 22 + 32 + 22 = 2.

o0
. Obliczyé calke niewlasciwg f “(”1_\5:? de.
1

. ZnaleZé przedzial zbieznosci szeregu potegowego

=) n
-1 n+1‘1‘.-
PR

Dla ktérych z € R, funkcja okreslona tym szeregiem ma pochodng?
10
T rozwinagé w szereg Maclaurina. Wyznaczyé przedziat

. Funkcje f(z) =

Jjego zbieznodci. 7

. Sprawdzié, ze funkcja z(u,v) = arctg %, gdzie z =u+v, y = u —v, spelia

warunek
0z Oz uU—v

du 8_v=u2-|—v2'
2z

( 1+22)v1-
uwiklanych okre§lonych réwnaniem

z?y +w2+y2-—l=0.

. Zmieni¢ kolejnoéé calkowania w calce iterowanej

[« L

Narysowaé obszar catkowania.

. Pokazaé, ze y'(z) =

= gdzie y = y(z) jest jedna z funkcji

4—z2

7\4

. W calce iterowanej

2R V2Ry—y?

f / flz,y)dz

dokona¢ zamiany zmiennych na wspéirzedne biegunowe (R>0).

. Obliczy¢ wartoéé érednig funkcji f(z,y,2) = 2? + y2 + 22 na obszarze U
okreslonym nieréwnoscig 2° + 3° + 2° < z + y+ 2.

Y B ////u T,

. Obliczy¢ pochodng kierunkows funkcji f (z,y) =

[ o]

/ dzx
zkInzx
2

jest zbiezna.
@)t o

. Wyznaczyé promiei zbieznoéci szeregu potggowego Z ( |)2

. Stosujac twierdzenie o rézniczkowaniu szeregu potegowego obliczyé sume

szeregu
[e ]

E n(n + 2)z™.

n=1

.. Korzystajac z rézniczki funkeji obliczyé¢ przyblizons wartodé wyrazenia

m(m+m—1).

. Napisaé wzér Taylora z reszta Rz dla funkcji f(z,y) = e” siny na otoczeniu

punktu (1,1).

. Wyznaczyé warto$é najmniejszg i najwiekszg funkcji f(z,y) = zy na obsza-

rze D ograniczonym okregiem o érodku w poczatku ukladu wspéirzednych
i promieniu v2a, a > 0.

. Obliczy¢ objgtodé obszaru U ograniczonego powierzchniami

z=2z4+9% 2=0, y=1, y=22, y=6—=z.

. Wprowadzajac wspélrzedne walcowe obliczyé calke iterowansa

3

dy/dz.
.0

. Obliczyé pole obszaru D ograniczonego krzywymi y=e ’, y=0dlaz > 1.

Narysowa¢é obszar D.

. Obliczyé pochodna g—:—, jezeli u = arc sing oraz z = vz2 + 1.

1 z? — y? w punkcie
. . V31
w kierunku wersora ¥ = -55

(z0,40) = <7§-7—§
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4. Wykorzystujac twierdzenie o catkowaniu szeregu potegowego obliczyé sume .’

szeregu
et gintl
=An+1
. . . z? g2
5. Korzystajac z metod rachunku rézniczkowego znalezé na elipsie T + 7= 1

punkty polozone najblizej i najdalej prostej 3z +y — 9= 0.
6., Obliczy¢ pochodna y” funkcji uwiklanej y = y(z) okreélonej réwnaniem
' z2 + 2zy — 3 = 4.
7. Sume calek
2

/ldx] f(x,y)dy+/dx Tf(m,y)dy‘
0 0 0

1
przedstawié w postaci jednej catki iterowanej. Narysowaé obszar catkowania.

8. Stosujac calke podwéjns, obliczyé objetoéé obszaru U ograniczonego po-
wierzchniami

-

Zestaw IX

1. Kawalek jednorodnej cienkiej blachy o masie M ma ksztalt péikola o promie-
niu R. Obliczyé moment bezwladnosci blachy wzgledem jej osi symetrii.
Sporzadzié rysunek.

2. Wykorzystujac rézniczke funkcji obliczyé w przyblizeniu, jak zmieni sie ob-
Jetos¢é walca o promieniu podstawy R = 1 m i wysokoSci H = 2 m, jezeli
wysokoé¢ zwigkszymy o 4 cm, a promiefi podstawy zmniejszymy o 1 cm?

3. Znale?¢ wymiary a, b, ¢ prostopadloécianu o objgtosci V = 8m?, ktéry ma
najmniejsze pole powierzchni catkowitej. ’

4. Korzystajac z twierdzen o rézniczkowaniu lub calkowaniu szeregdw pote-
gowych obliczyé sume szeregu
(o]

Zn(n —1)4™.

n=2
5. Obliczyé objetosé bryly ograniczonej powierzchniami
z2=—y\4—-22 —y2 2=2— /a2 442,
Wprowadzié¢ wspéirzedne walcowe. Sporzadzié rysunek.

Nigt

(3,2) w kierunku wersora ¥ =

~ Bgzamin podstawowy

7. Zmienié kolejnoé catkowania w calce iterowanej

1 2—g2
/ dz f(zy) dy.
-1 1-vi=a?

Narysowaé obszar calkowania.

. Obliczyé pochodng kierunkows funkcji f(z,y) = z¥+y® w punkcie (zo, yo) =
12 b

1313

osd n
. Zbadaé zbieznos¢ szeregu ; Frany=

. Korzystajac z rézniczki funkeji obliczyé przyblizong wartos¢ wyrazenia

arcsin 0.53 + arc cos 0.48.

. Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu potggowego

o

2
n
-1)"

n=1

. Znalezé ekstrema lokalne funkeji f(z,y) = (2:1: + yz) e®.

5. Obliczyé objetosé bryly U ograniczonej powierzchniami

?4+yt=1, 22+t +22=4

Sporzadzié rysunek. Zastosowaé wspéirzgdne walcowe.

. Obliczyé pole plata T bedacego czescig powierzchni z = x2+y? ograniczona

plaszczyznami z = 1 i 2 = 9. Sporzadzié rysunek.

. Obliczy¢ mase cienkieéo kawalka blachy w ksztalcie piericienia o promieniu

wewnetrznym r i zewnetrznym R. Powierzchniowa gestosé masy w punkcie’
jest réwna odleglosci tego punktu od érodka pierscienia. Sporzadzié rysunek.

. Wyznaczyé polozenie srodka masy jednorodnego tréjkata réwnoranﬂennego

o podstawie a i wysokosci h. Sporzadzi¢ rysunek.

7

Jednorodny walec o érednicy D i wysokoéci H ma mase¢ M. Obliczy¢ mo-

ment bezwladnoéci walca wzgledem jego osi symetrii. Sporzadzi¢ rysunek.
Zastosowaé wspéirzedne walcowe.

: 00
. Zbadaé zbieznosé szeregu E
n=1

nl+3°

R
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km

3. Predkoéé samolotu ustalona z dokladnoscig 5 Jam wynosi v = 360
odz godz’

Czas lotu (zmierzony z dokladnoscig 1 sek.) wynosi t = 1.5 godz. Wykorzy- §
stujac rézniczke funkcji zbadaé, z jaka w przyblizeniu dokladnoscia mozna

obliczy¢ zasigg S lotu.

4. Korzystajac z twierdzen o rézniczkowaniu lub calkowaniu szeregéw pote-
gowych obliczyé sume szeregu
o0

1
2
n=1

5. Znalez¢ krawedzie a, b, ¢ prostopadloécianu o najwiekszej objetosci, ktérego
powierzchnia calkowita wynosi P = 24 cm?.

6. Obliczyé pochodna kierunkows, funkcji
1

f(x,y)=‘—\/;:gr——;§
4

. w punkcie (zo,y0) = (1,2) w kierunku wersora ¥ = <g, _5> .

7. Obliczyé objetosé bryly U ograniczonej powierzchniami 224y’ =4, 2= 10
z = x. Sporzadzié rysunek.

8. Zmienié kolejnogé calkowania w calce 1terowanej

/dw / f(z,y)d

Narysowa¢é obszar calkowania.

1. Napisaé¢ réwnanie plaszczyny stycznej W punkcie (0,~1,2) do wykresu ‘f

funkcji
__arctgy.
a2l

2. Srednice kuli aluminiowej zmierzono z dokladnoscia 1 mm i otrzymano
D = 20.0 cm. Gesto$é aluminium wynosi v = 2.70 £ 0.01 g/cm?®. Z Jakq

w przyblizeniu dokladnoscig mozna obliczyé mase tej kuli?

3. Korzystajac z kryterium calkowego zbadaé zbieznosé szeregu Z

. n=2
4, -Korzystajadc z catki podwéjnej obliczyé objetoéé kuli U o promieniu R. Za-
stosowaé wspdirzedne biegunowe. Sporzadzié rysunek.

n2

;

Egzamin podstawowy 75

5. Zmienié kolejnoéé catkowania w calce iterowanej
14+V2z—z2

/2 dzx / f(z,y) dy.

Narysowaé obszar calkowania.
6. Wyznaczy¢ promien i przedzial zbieznosci szeregu potegowego
S T
—onF T
7. Znalezé ekstrema lokalne funkeji f(z,y) = 2% +y* — 9zy.

8. Jednorodny stozek o masie M jest ograniczony powierzchniami z =/z%+y?,
z = 4, Obliczyé moment bewladnosci tego stozka wzgledem osi Oz.

Zestaw X

1. Wykorzystujac kryterium poréwnawczé zbadaé zbieznosé calki niewladciwej

e’ +sm:c

\/x -+ s1nx

@n)! »
2. Wyznaczyé przedzial zbieznosci szeregu potegowego Z ')2

3. Srednica podstawy zbiornika w ksztalcie walca, zmierzona z dokladnoécig
do 1 cm wynosi d = 3 m, a jego wysokos¢ zmierzona z doktadnoécig do 5 cm
wynosi k = 9 m. Z jaka w przyblizeniu dokladnoscia mozna wyznaczy¢ pole
powierzchni catkowitej tego zbiornika?

4. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkeji f (:1:, y) =2 +y° —9zy.
5. Obliczy¢ ekstrema funkcji uwiklanej y = y(z) danej réwnaniem
22 +y? —ay—22=0.
6. Obliczy¢ moment bezwladnosci, wzgledem osi Oy, tréjkata o wierzchotkach
(-1,0), (1,0), (0,1) i powierzchniowe] ggstosci masy o(z,y) = y.
7. Obliczyé pole plata ¥ bedacego czefcig wykresu funkcji z = /22 +y?
wycieta walcem z2 — 2y +y? = 0.

8. Obliczyé moment statyczny, wzgledem plaszezyzny zOy, jednorodnej (yo=1)
bryly U ograniczonej powierzchniami z =9 — 22 — y%, 2 = 5.

R
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vz +1
\/.7:4+1nx
n!

2. Zbadac zbieznoéé szeregu Z on I ot

dz.

n=1 .
3: Wykorzystuj@c rézniczke funkcji obliczyé przyblizong wartodé liczby
(2.01)%9%,
4. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkeji f(z,y) = yv/z —y*> —z + 6y + 3.

In /22 + 32 + 1 w punkci

(\/_ =2 ) wr}ﬂerunku wersora tworzacego kat E z dodatnig czedcig osi Of

5. Znale7¢ pochodng kierunkows funkeji f(z,y) =

6. Obliczyé mase obszaru plasklego D o gestosci pow1erzchmowe3 o(z,y) =
* ograniczonego krzywymi 2 + 3% -2y =0,z =0, (z > 0).

7. Wykorzystujac catke podwéjng obliczyé objetoéé bryly U ograniczonej
wierzchniami z = 10 — 2% — 3?2, z = 1.
8. Obliczy¢ moment bezwladnoéci, wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych
Jjednorodnej bryly U o masie M ograniczonej powierzchniami
2+ +22=16,22+y* +22 =4, (2> 0).

1. Wykorzystujac kryterium ilorazowe zbadaé zbieznosé calki niewlagciwej
1

[
z? +sinz’
0
oo n+1 n?
2. Zbadaé zbieznoéé szeregu Z n ( ) e ",
n=1 n

3. Cialo o masie 5 kg porusza si¢ z predkoscia 10 m/s. Wykorzystujac rézniczke
funkcji obliczyé, w przyblizeniu, zmiane energii kinetycznej tego ciala wy+
wolang zmniejszeniem si¢ jego masy o 0.02 kg i zwickszeniem predkoéci o
0.01m/s.

4. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = e Tov+v’,

5. Wyznaczyé ekstrema funkcji uwiklanej z = z(y) danej réwnaniem
2% —3y? —2zy+4=0.

1. Wykorzystujac kryterium poréwnawcze zbadaé zbieznoéé calki niewlaéciwej‘

6.

I’ Bgzamin na ocene celujaca 77

Obliczyé mase obszaru plaskiego D ograniczonego krzywymi Y=z =2y
o gestoéci powierzchniowej masy o(z,y) = zy.

Obliczyé pole plata & bedacego czescig wykresu funkeji z = /22 +y2? — 1
zawarta miedzy plaszczyznami z =2, z = 3. .

. Obliczyé objetosé bryly U ograniczonej powierzchniami

22 +1y?+22=9,2z=+/22+y% (22 0)

D
Wykorzystujac kryterium ilorazowe zbadaé zbieznoéé calki niewlasciwej
o0
z?dz
23 +cosz’
0

. Wyznaczyé przedzial zbieznosci szeregu potggowego

- .1

E sin —(z + 3)".
n

n=1

. Szerokoéé plyty prostokatnego lotniska, zmierzona z dokladnoécig do 1 m,

wynosi 800 m. Natomiast dlugo§é zmierzona z dokiadnoécia do 2 m wynosi
3000 m. Z jaka, w przyblizeniu, dokladnoscig mozna Wyznaczyc pole tego
lotniska? .

. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji f(z, y) =e " (y? —2z).

. Napisaé réwnanie stycznej do krzywe]j danej réwnaniem xe¥ + ye® = e™ w

punkcie jej przeciecia z osig Oz.

. Obliczy¢ moment statyczny, Wzglgdem osi Oz, Jednorodnej (00 = 1) figury

plaskiej D ograniczonej krzywymi 22 ~ 2z +y* =0,y =0, (y > 0).

. Wykorzystu_]@c caltke podwéjng obhczyc objetoéé bryly U ograniczonej po-

wierzchniami z = /22 + 32+ 1,22 = 2z+y* =0, 2 =0.

. Obliczyé moment bezwladnosci, wzgledem osi Oz, jednorodnej bryly U o

masie M ograniczonej powierzchniami z = 22 +y?+1,2=5.

‘Egzamin na ocene celujaca

Zestaw |

1.

(o o]
Zbadaé zbieznosé szeregu Es‘in (27r vn?+ 1) .

n=1
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2. Funkcja f : R? — [0,00) jest ciagla. Obliczyé granice 3. Naczynie w ksztalcie walca o drednicy D = 2 stoi na plaszczyznie nachylonej

do poziomu pod katem o = % Ile wody mozna wlaé do nacszynia, aby
n—oo

m - _/ / fr(z,y) dedy. nie przewrécilo sig? W rozwazaniach nie uwzglednia¢ masy naczynia ani
22492<1 grubodci jego Scianek. '
3. Podaé przyklad funkcji dwéch zmiennych, ktérej dziedzina naturalng

L 4. Niech f(z,y) = 2® + y® + 4zy + 1. Udowodnié, ze istnieja punkty (21,¥1),
zbidr zlozony z nieskoniczenie wielu kwadratéw domknigtych (rysunek). ;
¥

(%2,¥2), ..., (zs, ys) tworzace wierzcholki osmiokata foremnego, dla ktérych
spelniony jest warunek

f(zy,y1) + f (z2,92) + ...+ f(z8,98) = 0.
staw IV

:’ 1. Obliczyé sume szeregu nz‘:z m

2. Udowodnié, ze catka niewlasciwa
4. Do szedciennego pudetka o krawedzi 1 wlozono kule o érednicy 1. Wyznac '

najdluzszy odcinek, ktéry mozna dolozyé do tego pudetka tak, aby mo

(e o]
dz
/ (1+zP) (1+42?)
bylo je zamknaé. 0

nie zalezy od parametru p > 0.

Zestaw i 3. Funkcja f jest ciagla na R oraz spelnia warunek

/f(:c,y, z)dadydz = 0.
z249y2+22<1 .
Udowodnié, ze istnieje czworoécian foremny U, dla ktérego speiniony jest wa-

runek .
// f(z,y, z) dedydz = 0.
U

4. Zbadaé, wzgledem ktérej prostej przechodzace]j przez érodek jednorodnego
szeécianu, jego moment bezwladnosdci jest najmniejszy.

j

— {/n—1
1. Zbadaé zbieznosé szeregu Z —_—

n
n=2

2. Funkcja f jest ciggla na R2. Obliczyé granice
: 2
Jm ot [ ) deay
vz2+y2S'n“2 ]
3. Obliczy¢ promieti najwiekszego okregu, ktéry mozna umieécié na elipsoid
: 22y 2
2tptz=0h
a b 2
gzie0<a<b<e.

i | Zestaw V

4. Narysowaé zbiér {(z,y) € R?: 2¥ =% 2 >0,y > 0}. Na rysunku poda ‘ . : i -

wspglrzgdne charilgte’rzg’)sty%nych punitiiw. v>0) Y P 1. Powierzchnia zewnetrzna obraczki ma ksztalt sferyczny, a powierzchnia we
wnetrzna walcowy.

Zestaw Il

1. Podstaws ostrostupa o wysokosci h jest tréjkat o bokach a, b, c. Jaki
powinno byé polozenie spodka wysokosci ostrostupa, aby pole jego powierz:
chni bocznej bylo najmniejsze? : %

2. Obliczy¢ sume szeregu Z _(2_7;—};_11_
n!

n=0

......
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Udowodnié, ze objetodé obraczki zalezy jedynie od jej wysokoéci.

2. Obliczyé¢ catke / —-—d—""———ﬁ
4 1+ (tgz)

3. Dla n € N niech z,, oznacza n-ty dodatni pierwiastek réwnania z = ctg
Zbadaé zbieznosé szeregu

(o)
Z ($k+1 - kﬂ') .
k=0

4. Dana jest elipsoida
2,2

2
T
+z§=1,

y
=+

b2

gdzie @ > b > ¢ > 0 oraz punkt (zo,yo, 20) polozony na zewnatrz niej
Przez punkt ten poprowadzono wszystkie mozliwe proste styczne do elip

soidy. Udowodnié, ze punkty stycznodci tworza krzyws plasks.

Zestaw VI

1. ZnaleZé tréjkat o najwigkszym polu wpisany w elipse o pélosiach a i b. Il

rozwigzai ma to zadanie?

2. Zbadaé zbieznosé szeregu

> (v3+ ¥5-295).
n=2

3. Obliczyé objetosé tej czesci szedcianu
{(z,9,2)eR®*: 0<2<2,0<y<20<2<2},
ktéra lezy na zewnatrz kuli
{(z,y;2) eR®: 2® +y* + 2% < 9}.
Sporzadzi¢ rysunek.
4, Zbadaé, czy istnieje granica
2,4
lim =Y
(z,9)—(0,0) T+ ¥y

OdpowiedZ uzasadnié.

Zestaw VI

1. Znale?é funkcje elementarna, ktérej szereg potegowy ma postaé
4n

E (4n)t’
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2. Niech (a,) oznacza ciag kolejnych liczb naturalnych, ktérych rozwiniecia
dziesietne zawieraja tylko nieparzyste cyfry, tj. 1, 3, 5, 7, 9. Zbadaé zbieznoéé

szeregu
L
n=1 n
3. Obliczy¢ calki niewlasciwe
i" 3
/lnsinxd:c, /ln cosz dx.
0 o .

4. Funkcja f jest ciggla na R?. Ponadto dla dowolnych liczb dodatnich a i b
oraz dla dowolnego prostokata R o bokach a i b, réwnoleglych do osi ukladu
wspdirzednych, spelnia warunek

/ f(z,y) dzdy = ab.
R
Pokazaé, ze f =1 na R?,

| Zestaw Vil

1. Obliczy¢ catke niewlasciwa (najpierw uzasadnié jej zbieznosé)
F 1199
/ N2 dz.
1+ 22
0

2. Dla n > 3 niech S,, oznacza pole n—kata foremnego wpisanego w kolo o

promieniu 1. Zbada¢ zbieznoéé szeregu
[oo]

Z(W—Sn).

n=3

3. Uzasadnié, ze dla kazdego z > 0 réwnanie y® + zy — 8 = 0 ma dokladnie
Jedno rozwigzanie y(z). Nastepnie obliczy¢ catke
7

/yz(m) dz.

0
4. Obliczyé objetosé bryly
{(x,y,z) eER: 2?+2 <1, 2 +22<1, 2 +2° < 1}.
Sporzadzi¢ rysunek. ‘

Zestaw IX*

1. Zbadaé zbieznogé calki niewladciwej

* Zestaw ten zostat przygotowany przez dr Teres@ Jurlewicz.
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oo

dz : przestawiono w taki sposéb, aby po kazdym kolejnym wyrazie dodatnim
2= Yz : nastepowaly dwa kolejne wyrazy ujemne. Obliczyé sumy obu szeregéw.
0 ‘ ; ‘
. . . o 2. Niech
2. Wykorzystujac kryterium catkowe zbieznosci szeregéw uzasadnié, ze podana | A S
. granica jest wlasciwa fl2) = 1+z+a2+2%

Obliczyé f(2090)(0) oraz f(2°01)(0).

3. Réwnanie

n—oo

. 1.1 1
1 -4 = ) -
im [(1+2+3+...+n) ln(n+1)].

2 5w

3. Znale#¢ szereg Maclaurina funkcji in? z + ysin? y + zsi _ ,
L zsin®z +ysin"y +zsin"z =

&)= T ar T

4. Obliczy¢ sile, z jaka cienka jednorodna kwadratowa plytka o boku 2a i mas
M przyciaga punkt materialny o masie m polozony nad érodkiem plytki
odleglosci a.

w pewnym otoczeniu punktu Py = (%, %, -g) okresla powierzchnie 2 =
z(z,y). Znalezé réwnanie plaszczyzny stycznej do tej powierzchni w Fy.
4. Cienka jednorodna plytka ma ksztalt tréjkata o wierzchotkach A = (0,0),
= (3,10), C = (20,0). W plytce wycieto dwa otwory o érednicach D; =
Zestaw X 4 D, = 2 i érodkach odpowiednio S1 = (4,3), S2 = (10,4). Wyznaczyé
polozeme érodka masy tej plytki.
1. Zbada¢, czy prawdziwe jest zdanie: dla dowolnego ciggu (a,), malejacego

zbieznego do 0, istnieje liczba naturalna k taka, ze szereg

> (aw)”
n=1

Jest zbiezny. OdpowiedZ uzasadnié.

Zestaw XII
1. Dla n € N niech a,, oznacza dodatni pierwiastek réwnania

2200 4 nz —1=0.

2. Obliczyé pochodng f(2000) (0) funkcji okreslonej wzorem

1000
f@) = ine e

3. Znale#¢ funkcje f, dla ktérej przeksztalcenie F okreslone wzorem

oG
Zbadaé zbieznosé szeregu Y, an. OdpowiedZ uzasadnic.
n=1

2. Uzasadnié réwnosci

[o o] o0
) i 2, o / dz / z’dz _ w
a 4yt <, 1+2¢ 7 ) 1+2* 22
F(z,y) =1 flz,y) dla 1<2®+y%<4, 0 0
2 4 .2 ¢ ' . .

0 dla 4<z’+y 3. Wéréd tréjkatéw opisanych na kole o promieniu R znaleZé ten, ktéry ma
F 6 3 [ 2 3 ps . »e . . -
ma pochodne czastkowe = % w kazdym punkcie (z, y) € R?. E;irl?nlejsze pole. Wykorzystaé rachunek rézniczkowy funkcji wielu zmien

4. Obliczy¢ objetosé bryly ograniczonej powierzchnig o réwnaniu

4. Wyznaczyé moment bezwladnosci jednorodnej bryty
(x2 +y? + 22)2 = 30zyz. \

2+ +22< R 220, y>0, 220
Zestaw XI*

o masie M wzgledem osi l: x =y = z.

1. Wyrazy szeregu
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Zestaw Xl

1. Zbadaé zbieznodé calki niewlasciwej

/ e dz.

0

2. Udowodnié ponizsze twierdzenie o trzech szeregach:

o [ee]
Niech szeregi Z Qn OTaz Z by, beda zbiezne. Ponadto niech wyrazy sze

n=1 n=1

o0
>~ zn, spelniajg dla n € N nieréwnosci an, < z, < by,. Wtedy takze szer

n=1
oQ
Z Zp, jest zbiezny.
n=1

3. Wéréd tréjkatéw wpisanych w kolo o promieniu 1 znalezé ten, ktéry ma na,
wigksze pole. Wykorzystaé rachunek rézniczkowy funkcji wielu zmiennyc

4. Obliczy¢ objetosé bryly ograniczonej powierzchniami

z=xl+y?, z=1-22-(y-1)>2

Czy czesé wspélna tych powierzchni jest krzyws plaska? Odpowied? uzasadg

nié.

Zestaw XIV

1. Obie pochodne czgstkowe mieszane drugiego rzedu funkEji f: R2—R

ciagle na R?. Korzystajac z twierdzenia o caltkach iterowanych pokazaé,

w kazdym punkcie (o, yo) € R? zachodzi réwnosé
82 f 8% f

( O’yO) 6 6 ( OyyO)

2. Zbadaé zbiezno§é catki niewla.éciwej

[ 0]

s 2
sin“z
dz.
T

s

3. Masa jest rozlozona w sposdb ciggly na plaskiej cienkiej ptytce o dowolny
ksztalcie. Pokazaé, ze w kazdym punkcie plytki mozna umieécié¢ prostokat

ukiad wspélrzednych tak, aby momenty bezwladnosci ptytki wzgledem obu

osi byly jednakowe.

oo o0
4. Czy istnieje szereg zbiezny Zan taki, ze szereg Z (an)3 Jjest rozbiezn
n=1 n=1
QOdpowiedz uzasadnié.

F igzamin poprawkowy

| Zestaw XV

1. Promienie éwiatla, ktére sg réwnolegle do wektora ¥ = (0,0, 1), odwietlaja
bryle ograniczona powierzchniami

z:l-—xz--yz,v z=0.

Znalezé ksztalt cienia tej bryly na plaszczyznie zOy.

2. Zbadaé zbieznosé szeregu

i (3+1)(3+3)(83+5)...(3+(2n—1))
(T+2)(7+4)(7+6)...(T+2n)

n=1

3. Torus jest bryls, ktéra powstaje z obrotu kola o promieniu r wokét prostej

odleglej o R > r od jej érodka. Obliczyé moment bezwladnodci takiego
torusa wzgledem osi obrotu. Przyjaé, ze torus jest jednorodny i ma mase M.

4. Zbadaé zbieznosé calki niewlasciwej

7({‘/5—»1)dx

_ Egzamin poprawkowy

| Zestaw |

1. Korzystajac z rézniczki funkcji obliczyé przyblizong warto$é wyrazenia
In (3.022 - 1.97%).

2. Obliczyé calke niewlasciwa

>

nmw

3. Zbadac zbieznosé szeregu ——-— " sin -

4. Plaszczyzna z = 2p jest styczna do wykresu funkcp 2=’ +.'z:y+ v +z+y.

Wyznaczyé zo.

5. Za pomocsy calki pOdWOJneJ obliczyé objetosé kuli o promieniu R.

6. Wyznaczyé zbiér tych z € R, dla ktérych szereg ZZ" 2 jest zbiezny.
n=1

Obliczy¢ jego sume.

T
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7. Zmienié kolejnosé catkowania w calce iterowanej 2. Obliczy¢ objetosé bryly U ograniczonej powierzchniami

1 VIE? 2=z 4y}, 224 y? =4,2=0.
/ dx / f(z,y)dy. 3. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkeji f(z,y) = €* (2z + yz) .
0 (z~-1)2

4. Korzystajac z rézniczki funkcji obliczyé¢ przyblizona warto$é wyrazenia
V10001 - In 1.01%.

5. Wyznaczyé styczng do krzywej 2 + y? — 2y = 1 w punkcie (1, 1).

Narysowaé obszar catkowania.
8. Obliczyé objetoéé bryly U ograniczonej powierzchniami

2 +y?+22 =8, z=22+y? (2> 0).

6. Obliczy¢ sume szeregu

i(x+3)“.

Wyznaczyé zbidr tych x € R, dla ktérych szereg ten jest zbiezny.

o0
1. Obliczyé catke niewlasciwg /

0
2. Za pomocy calki podwdjnej obliczy¢ pole sfery o promieniu R.

NZ
~7 dz.

7. Calke podwdjng / / f(z,y) dedy zapisaé w postaci catki iterowanej, jezeli
D

obszar calkowania D jest czeicig wspdlng czterech két o promieniach 1 i

3. We wnetrzu pierwszej éwiartki uktadu wspélrzednych znalezé ekstrem
érodkach A = (0,0), B = (1,0), C = (0,1), D = (1,1).

kalne funkcji
8. Pochodna kierunkowa funkeji f(z,y) = 2 +y* w punkcie (zo,y0) = (1,0)
w kierunku wersora ¥ jest réwna 1. Wyznaczyé @.

z=zyld -z —y).
4. Korzystajac z rézniczki funkceji obliczyé wartosé przyblizona wyrazenia
v/8.94 - 1.001°.
5. Obliczyé y”(0) dla funkcji uwiklanej y = y(z) okreslonej réwnaniem
32% +y% — 2zy = 1, gdzie y > 0.

o0
arctgz

Vb -1
32

1. Zbadaé zbieznoéé catki niewlaéciwej dz.

6. Obliczyé sume szeregu

(2n)!
i wyznaczyé zbiér tych z € R, dla ktérych jest on zbiezny.

[o o]
—1)"
Z ( ) 4n$2n 1 1—-z
n=1 2., Zmienié kolejnosé catkowania w calce iterowanej / dx / f(z,y) dy.
X1 0

7. Obliczyé pochodna, kierunkows funkgji f(z,y) = 23 + 32y + y*> w punkcid ) )
V2 V3 3. Wyznaczyé¢ najmniejszg i najwieksza wartodé funkeji f(z,y) = z° + 32 na
(zo,10) = (1,1), w kierunku wersora ¥ = 5 7) . kole (z — 1)+ (y—1)? < 2.

4. Wykorzystujac rézniczke funkeji obliczyé wartogé przyblizong wyrazenia
V/8.02-2.001".

5. Wyznaczy¢ styczng do krzywej 22 +y? + 6zy —~ 2z — 2y = 4 w punkdie (1, 1).

8. Niech U oznacza kulg o érodku w punkcie (0,0,0) i promieniu 1. Oblicz

catke potréjna
» /// Va2 +y? + 22 dedydz.
U

6. Obliczyé sume szeregu

[o 0]

Z n{x —-1)""1

n=1 '

Wyznaczyé zbidr tych x € R, dla ktérych szereg jest zbiezny.

z
.4

1. Zbadaé zbieznodé calki niewlasciwej / ctgz dz.
0
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7. Pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie (z9, yo), w kierunku wersora 77 =

_V2 V2

V2 V2
22 272

5 ) wynosi 1, a w kierunku wersora ¥, =

0. Wyznaczyé pochodna, tej funkcji w punkcie (zo,y0) W kierunku wersora

7 = (1,0).

8. Za pomocs calki potréjnej obliczyé objetos¢ stozka o promieniu podstawy |

R i wysokoéci H.

Zestaw |1

. Funkcje f(z) = _::4 rozwinaé w szereg Maclaurina. Wyznaczyé przedzia
. z
zbieznosci tego szeregu.

. Napisaé réwnanie ptaszczyzny stycznej w punkcie (0,0, 2p) do powierzchn
cz=zcos(z+y?%).

. Zmienié kolejnosé catkowania w calce

0 x+7
/ dz / f(z,y)dy.
6 e

Narysowaé obszar catkowania.

. Obliczyé objetosé bryly U okreslonej nieréwnoéciami
2?2 +9% <1, 22 +y? +2°<0.
. Znalezé najmniejsza i najwieksza wartoéé funkeji f(z,y) = 2® — 2y + 1 na_
obszarze D okreslonym nieréwnosciami = + y* < 4, y <0.

. Wyznaczyé poloienie‘ érodka masy ¢éwiartki jednorodnego pierdcienia o pro

mieniach r, R, gdzie 0 <r < R.
-1

. Obliczyé calke niewlasciwg /

—0Q

T+ 2

dz.
3

(o)

2n+1
. Zbadaé zbieznoéé szeregu Z +
n=1

4n2 -5’

. Calke podwdjng

Z/ f(z,y) dady

ma wartosé 3

. Obliczy¢ caltke niewladciwa

. Obliczy¢ catke niewladciwg /

. Zbada¢ zbieznosé szeregu E
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zamienié na calki iterowane, jezeli obszar calkowania D okreSlony jest nie-
réwnoéciami 422 — 2 < y < 2% + 1. Narysowaé obszar calkowania.

2. Znalezé ekstrema lokalne funkcji flz,y) =z/g—2° —y+ 62+ 2.

3. Wyznaczyé przedzial zbieznosci szeregu potegowego

— (z +3)"
= 3n(n+1)

[o o]

n=1

. Zbadaé zbieznosé szeregu Z (\/. nt+dn+1-— n2) .

zdx

A Vz+2

. Obliczyé mase pé6tkola o promieniu R. Powierzchniowa gesto$¢ masy w punk-

cie jest réwna odleglosci tego punktu od osi symetrii pétkola.

. Obliczyé objetosé bryly ograniczonej powierzchniami '

z=\/;2’_——}-_y§, z=6—2% —y%.

Sporzadzi¢ rysunek tej bryly.

. Wyznaczyé wersor wskazujacy kierunek, w ktérym pochodna kierunkowa

funkcji

.’172

w punkcie (1,1) przyjmuje wartosé 0.

-
3

G

. Znalezé najmniejszg i najwicksza wartosé funkeji f(z,y) = =+ 2y na obsza-

rze D okreélonym nieréwnosciami 0 < y <sinz, 0 < z < 7.

o0
4dz
z2 -4

3
e 2

nl+3°

n=1

. Wyznaczyé polozenie srodka masy jednorodnego wycinka kola o promieniu

. . . 2w
R i kacie rozwarcia 5

. Korzystajac z twierdzenia o rézniczkowaniu szeregéw potegowych obliczy¢
sume szeregu '
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/U/ / dzdydz,

gdzie obszar catkowania U jest okreslony nieréwnoéciami
y>x2,0<z<1-—y2.
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6. Obliczy¢ calke potréjng zamienié na calke iterowana, jezeli obszar catkowania okreslony jest nieréw-

noéciami z° — 4z < y < z, > 2. Sporzadzié rysunek obszaru D.

 Zestaw 111

1. Obliczyé calke niewlasciwg /
1

7. Obliczyé pochodng kierunkows funkeji

f(z,y) = arctgzy dz

4 3 2 +2x+5
w punkeie (2o, o) = (2,1) w kierunku wersora ¥ = (g, _§> . '
. 00 _1\n

2. Wyznaczyé przedzial zbieznosci szeregu potegowego z (i-—}—)—
n=1

8. Zmienié kolejnoéé catkowania w calce iterowanej n22n
2 |e—1j+1
2
/ dz / flz,y) dy. 3. Funkcje f(z) = o} rozwinaé w szereg Maclaurina. Okreéli¢ przedziat
0 z—1 zbieznosci tego szeregu.

Narysowaé obszar calkowania. . . e 1as . L
4. Za pomocy rézniczki funkeji obliczyé przyblizong warto$é wyrazenia

v/4.052 + 3.072.

5. Wyznaczyé réwnanie stycznej w punkcie (1,yo) do wykresu funkcji uwikia-
nej y = y(z) okreslonej réwnaniem
B4y tay=1
6. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkeji f(z,y) = z? + zy +y* — 3z — 6y.

1. Obliczyé ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = (42° + 2y) €.

2. Obliczyé moment bezwladnosci jédnorodnego tréjkata prostokatnego ré
. horamiennego o przeciwprostokatnej a oraz masie M, wzgledem jego
symetrii.
7. Obliczyé moment bezwladnosci jednorodnego prostokata o bokach a = 10,
b = 20 i masie M = 200 wzgledem dluzszego boku.

8. Obliczyé wspéirzedne érodka masy pétkuli 2 + 3 +22 < 1, z > 0, jedli
gestosé masy w kazdym punkcie tej péikuli jest réwna jego odleglosci od
poczatku ukladu wspéirzednych.

3. Obliczyé objetosé bryty
U= {(z,y,2): 1<y <1—|z], x2-4<z<1——y2}.
4. Obliczyé pochodnag kierunkows funkcji f(z,y) = 2¥+y? w punkcie (2o, yo)
5 12

(1,2) w kierunku wersora ¥ =

13’7 13)°
[oe]
5. Zbadaé zbieznoéé szeregu Z n?sin i 8 X
n=1 2" . 9 4
4 1. Obliczyé calke niewlasciwg / -s—-——,dx_
6. Obliczyé calke niewladciwg zdz 1 z-1

7. Wyznaczyé przedzial zbieznoéci szeregu potegowego

o0 n2
)Y P
fpurd 2n2 43

2. Wyznaczyé przedzial zbieznosci szeregu pot@géWego
i<_1)n (z+2)" '
n=1 n

3. Funkcje f(z) = z%e™® rozwingé w szereg Maclaurina. Okredli¢ przedzial

8. Calke podwéjna, zbieznoéci tego szeregu.

4. Za pomocs rézniczki funkcji obliczyé przyblizong wartosé wyrazenia

/ f(z,y) dedy
2.013:93,

D

R
%\




6. Znalezé ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = 2?2 — 2z + 332 + 6y.

6. Znalezé ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = 92° — 6z + 3y — 6y.

7. Obliczyé moment statyczny wzgledem osi Oz jednorodnego pétkola z2+y2 <
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. Wyznaczyé réwnanie stycznej w punkcie (1, yo) do wykresu funkeji uwklanej ’ i 3. Funkcje f(x) :

(2) okreslonej rozwinaé w szereg Maclaurina. Okre§lié przedzial
y = y(z) okreslonej wzorem .

z
z4+ 16
9 zbieznosci tego szeregu.
z°lny —ylnz =0.
4. Za pomocs rézniczki funkeji obliczyé przyblizona wartoéé wyrazenia
. 1.942e°'12.

7. Obliczy¢ moment bezwladnosci jednorodnego tréjkata prostokatnego o prz;
prostokatnych a = 10, b = 20 i masie M = 100, wzgledem dluzszej przypr
stokatnej.

. Obliczy¢ wspélrzedne $rodka masy jednorodnej bryly ograniczonej i.mwierz»,,‘
chniamiz=0,y=0,z2=0,z+y+2=1.

5. Wyznaczy¢ réwnanie stycznej w punkcie (O, yo) do wykresu funkeji uwikla-
nej y = y(z) okredlonej wzorem «
z?e¥ +ye® —1=0.

6. Znalezé¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = 42% — 22y + ¢ + 6z — 6.

7. Obliczyé moment statyczny jednorodnego kwadratu o boku a = 10 i masie 4
M =100, wzgledem jego przekatnej.

)} 8. Obliczyé wspélrzedne srodka masy jednorodnej bryly ograniczonej powierz-

. Obliczyé calke niewlasciwa _/ ze” dz. chniami z = 1, z = 2% + 3°.

-0

Zestaw IV

. Wyznaczyé przedzial zbieznodci szeregu potegowego

© gn(z — 2)n
2 T

n=1

1. Korzystajac z kryterium poréwnawczego zbadaé zbieznoéé calki.niewlasci-

. Funkcje f(z) = ze® +1 rozwingé w szereg Maclaurina. Okredli¢ przedzial wel

zbieznosci tego szeregu.

S oo

../ xdx .
i z+1°

. Za pomoca rézniczki funkcji obliczyé przyblizong wartodé wyrazenia J

\/1 022 4 1.973.

. Wyznaczyé réwnanie stycznej w punkeie (0,y0) do wykresu funkcji uw1kla~
nej y = y(z) okresloneJ wzorem
ze¥ —y?lny = 0.

2. Rozwingé w szereg Maclaurina funkcje f(z) = —_:? Korzysfa,j@c z tego -
rozwinigcia wyznaczyé 8 (0).

3. Napisaé¢ réwnanie stycznej w punkcie (2,2) do wykresu funkcji uwiklanej
Y= y(w) okreslonej réwnaniem z® + z — y3 —y = 0.

4, Obhczyc pochodna kierunkows,’ —(2 1) funkeji f(z,y) = w kie-

runku wersora ¥ = ——\{-—-1
\ ' h 22/

Ly> Ooma81e1\4—-§ m+y2

. Obliczyé wspdlrzedne $rodka masy jednbrodnej bryly ograniczonej powierz-
chniami z =1, z = /2% + 2.

5. Obhczyc calke / f(z,y) dzdy, gdzie D jest obszarem polozonym w pier-
1

. . . 1 -3
. Obliczy¢ calke niewlasciwg / —e
: z
0

wszej ¢wiartce ukladu wspolrzgdnych i ograniczonym krzywymi z2 +° = 4,
y =z, y = 0. Zastosowaé wspélrzedne biegunowe. Sporzadzi¢ rysunek.

6. Wyznaczyé Wsp()lrz@dne érodka masy jednorodnego obszaru ograniczonego
_ o krzywymi y= -z + 1,y=0, z = 0.
. Wyznaczyé przedzial z bleznosm szeregu vaote;p"o‘vago Z I \/..

n=1

//////////// %
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Egzamin poprawkowy

. Korzystajac z calki potréjnej obliczyé objetoéé bryly ograniczonej powierz-g

chniami
zZ = \/9—(172 ___y2, Zz = \/w2+y2'

Zastosowaé wspdtrzedne sferyczne. Sporzadzié rysunek tej bryly.

- Wyznaczy¢ poziomice funkcji f(z,y) = 2+ v/(z — 1)2 + 2 oraz narysowa
poziomicg przechodzaca przez punkt (4,4). '

. Obliczy¢ pole plata ¥ o réwnaniu z = 3 (:c2 + yg) wycigtego powierzchni
22 + y? = 1. Zastosowaé wsp6lrzedne biegunowe.

- Obliczy¢ moment bezwladnosci wzgledem osi Oz jednorodnego (yo = 1) ob

szaru U ograniczonego powierzchniami z = 1, z = /22 + y2. Zastosowa
wspdlrzedne walcowe. ;

. Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu potegowego
o0

1
(z =2)".
» §=:1 n+1 ‘ 6
. Korzystajac z kryterium ilorazowego zbadaé zbieznosé catki niewlasciwej.
7’ (222 +1) da 7
45 +z—-1"
! 8

. Korzystajac z definicji obliczy¢ pochodng czastkows,

1s) 1
= (5,2), gdzie f(z,y) =

arcsinz
2
Y
. W calce iterowanej
1

/

W .
dy / fz,y)dx
ya

1
0
zmienié kolejnosé catkowania i naszkicowaé obszar catkowania.
o . z® —y3 s o 2
. Obliczyé granice  lim . Uzasadnié, ze podana ponizej granica
(zy)—(1,1) T—1Y .
nie istnieje. 3
. 2% + 3zy — y?
(2,y)—(0,0) 5224 Ty?
. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = (z — 2)? + (y + 3)* + 7.
4

. Obliczy¢ wartosé érednig funkeji f(z,y,2) =

95

. Wyznaczyé ekstrema funkeji uwiklanej y = y(x) okreslonej réwnaniem

2?24 9? —xy -2z +4y=0.

e
. . [Inz
Korzystajac z definicji zbadaé zbieznosé catki niewladciwej / e dz.

0

Wyznaczyé mase kuli z? + y* + 22 < R? o objetoiciowej gestoéci masy
y(z,y,2) = z* + y? + 2%. Zastosowaé wspéirzedne sferyczne.

Obliczyé moment bezwladnosci jednorodnego kola o érednicy 2 i masie M,
wzgledem jego srodka.

[ 1 V3
. Wyznaczyé réwnanie plaszczyzny stycznej w punkcie (—5, =0 zo) do wy-

.. arcsinz
kresu funkcji 2 = —————.
arccosy

2’ 4n

i=1

n n .
. Niech P, = (Z 1 (1+ .5”._) log,, +12> . Obliczyé granicg lim P

Yy . .
. Obliczyé¢ catke podwéjna / / -——y—-z——- gdzie R =[0,1] x [0, 1].
J: Va2 +yi+1 / v

. Wyznaczyé sume czesciows i nastepnie obliczyé sume szeregu

= 1

Z n(n+1)

n=1

2,3

na prostopadloécianie

P =10,1] x [0,2] x [0, 3].

=1

. Korzystajac z kryterium catkowego ‘zbadaé zbieznos¢ szeregu Z 3213

n=1

. Korzystajac z calki podwéjnej obliczy¢ objetoéé bryly ograniczonej powierz-

chniami
1

Ve

Zastosowaé wspélrzedne biegunowe. Sporzadzié rysunek.

, 2=0, 22+ =1, 2°+¢*=0.

. Narysowaé dziedzing i wyznaczy¢ zbiér wartosci funkcji

f(z.y) = 2aresin ((z — 2)> + (y -+ 3)* - 3).
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5. Korzystajac z rézniczki funkcji obliczyé wartoéé przyblizong wyrazenia
1.02297,

sferyczne. Sporzadzié rysunek.

7. Obliczyé druga pochodna y"(4) funkecji uwiklanej y = y(z) okreélonej réw4
naniem
22 +y? -2z -24=0,

. ktérej wykres przechodzi przez punkt (4, 4).

0
sinx

dz.
3

8. Zbadaé bezwzgledng zbieznosé calki niewlasciwej f
2

Zestaw V

bz

1. Korzystajac z rézniczki funkeji obliczyé przyblizong wartoéé wyrazenia,
58°
tg —.
£2.03
2. We wnetrzu kwadratu P = [0, 7] x [0, 7] znalezé ekstrema lokalne funke,
f(z,y) =sinzsinysin(z + y).

3. Niech f(z,y) = arctg-;j. Narysowaé zbidr

62 2
D= {(w,y) ER?: gw—é(z,y) >0, %éf—x(w,y) > 0}-

4. Powolujac sie na twierdzenie o rézniczkowaniu lub catkowaniu szeregu pot@—x,‘,
: = e ]

gowego wyznaczy¢ promiel zbieznosci szeregu Z2nm"'1 i obliczyé jego ,
n=2 B «f

sume w punkcie zg nalezacym do przedziatu zbieznosci. ‘

5. Przy pomocy calki niewlasciwej obliczyé pole obszaru D zawartego w pét-

plaszczyZnie x > 0, ograniczonego osig Ox oraz wykresem funkcji
z

y=x4+16'

6. Obliczyé mase M obszaru D ograniczonego krzywymi y = €%,y = ]1 - m3|, ]
z = 2, jezeli powierzchniowa gestoéé masy ma postaé o(z,y) = 2zy. ‘

7. Obliczy¢ wartosé srednig funkcji f(z,y) = z-+y na obszarze D ograniczonym:’.
krzywymi y =22 — 1, z = (y + 1)%

. Dla jakiego p > 1 wartoéé érednia funkcji f(w,y,z) =

Egzamin poprawkowy

8. Korzystajac ze wspdlrzednych sferycznych obliczyé calke potréjng

/ / / dxdydz
z? +y? + 222
U

gdzie obszar U okreslony jest warunkami

4<2?+? +2°<16, 220, y >0, 2>0.

4

dz
. Obliczyé catke niewlasciw / _—
Yy € 8 /= 1

. Wyznaczyé plaszczyzne styczng w punkcie ‘(—3, Yo, g—) do wykresu funkcji

z = arctg (x2 + y) .

. Wyznaczyé¢ wartoéé najmniejszg i najwickszg funkeji f(z,y) = z? —y? na

kwadracie o wierzchotkach A = (-2,0), B = (2,0), C = (0, -2), D = (0, 2).

. Obliczyé %F—, jezeli funkcja F okreélona jest wzorem
U

F(uav) = f(x(u’v)’y(ua 'U)),

gdzie f(m,y)=m—%orazu=i;-,v=x——y.

2y +zz +yz na
TYZ

‘szedcianie P = [1,p] x [1,p] % [1,p] jest réwna Inp?

. Obliczyé caltke podwéjng

/ 2y dzdy,

gdzie obszar D ograniczony jest krzywymi

y=cos—7£$, z+y=0, |z~-y|=1
L2 .

. Lezacy na plaszczyznie y = 0 tuk 2z = 22, gdzie = € [0, 2], obracamy wokoét

osi Oz najkrétszg droga do plaszczyzny y = v/3z. Obliczyé pole powierzchni
plata ¥ zakreSlonego przez tuk podczas obrotu.

. Wyznaczyé wszystkie wartodci z € R, dla ktérych zbiezny jest szereg

oo | 3n
Z n.‘3"
n=1xk n
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1. Wyznaczy¢ zbiér tych dodatnich wartodci parametru a, dla ktérych szereg ]
&\ g™ + 3" ]

-2n 4 Bn |

n=0 1

jest rozbiezny.

2. Obliczyé wartosé érednig funkeji f(z,y,2) = y.—f na obszarze U bedacy.
graniastostupem o wierzchotkach A = (1,0,0), B = (2,0,0), C = (2,2,0
A'=(1,0,2), B’ = (2,0,2), C' = (2,2,2).

3. Obszar D jest czescig kola o srodku w punkcie (0, 0) i promieniu 2, okreslon
przez warunki y > 0, z < y? — 4. Obliczyé catke podwéjng

[[visau.

D

4. Obliczy¢ mase M obszaru D okreslonego nieréwnosciami z2 + (y + 12 <1y
z < 0, jezeli powierzchniowa gesto$é masy ma postaé o(z,y) = 2zy.

5. Wyznaczyé plaszczyzng styczng w punkcie (l,yo, \/5), gdzie 0 < yo < g ]

do wykresu funkcji z = tg z°y.

6. Wyznaczyé ekstrema funkcji uwiklanej y = y(z) zadanej réwnaniem
3
z

16
3 —_l—:cy2+—=:1:2y+4x,

3
gdzie z > y.
7. Przy pomocy calki niewlasciwej obliczy¢ pole obszaru D ograniczonego krzy

wymiy=lnx2,y=lnﬁ,:z:=0.

8. Dla funkeji okreslonej wzorem f(z,y) = /22 — % wyznaczy¢é i narysowaé

dziedzine naturalng oraz poziomice odpowiadajacs poziomowi h = 2.

1. Obliczyé calke podwéjng

Y

Zd
//x zdy,
D

gdzie obszar calkowania D jest ograniczony krzywe
y:lnx’ ZJ=1, y=2x, y+$=1

2. Zadane na plaszczyznie 20z wykresy funkcji z = |z| oraz z = —|z| obracamy
wokét osi Oz. Korzystajac ze wspéirzednych sferycznych obliczyé mase M
obszaru U ograniczonego powstalymi w ten sposéb powierzchniami i sferg
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3

z? + y? + 2% = 4, jezeli jego objetoéciowa gestoéé masy wyraza sie wzorem
o(z,y,2) = (2 +1)°.

..Przy pomocy catki podwéjnej obliczyé pole obszaru D okreslonego nieréw-
noéciami

2?+y?>1, (-1 +22<1, y> V3.

: 1 : . :
4. Dla funkcji f(z,y, 2) = zy—ze¥ — . Z wyznaczyé zbiér D tych punktéw
z
(z,y, z) € R3, dla ktérych spetniona jest réwnoéé
o (@)=
0x20ydz $E=T
. .. Y-z
5. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = prat
C C e o z™(2m)!
6. Obliczyé promien zbieznosci szeregu potggowego S
n=1
' Inn
7. Korzystajac z kryterium catkowego zbadaé zbieznoéé szeregu Z T
. n=2
8. Korzystajac z rézniczki funkeji obliczyé przyblizong wartoéé wyrazenia
In 5.94
2.1
2.972
Zestaw VI
3
arctgz

. Zbadaé zbieznosé calki niewlasciwej /

Va3

. Rozwingé w szereg Maclaurina funkcje f(z) = zsinz cosz. Korzystajac z
otrzymanego rozwiniecia obliczy¢ f(117)(0).

In(1 + zy)

0

dla y#0 oraz z €R,
x idla y=0 oraz z€R.

. Zbadaé ciaglosé funkeji f(z,y) =

Wysokoéé i érednica podstawy stozka zmierzone z dokladnosécig 0,1 cm
wynoszg odpowiednio 4 i 6 cm. Z jaka w przyblizeniu dokladnodcig mozna
obliczy¢ pole powierzchni bocznej tego stozka?

, 7]
. Wiedzac, ze funkcja f ma ciggle drugie pochodne czastkowe znalezé 5% i

0%g

820y

dla funkcji g(z, v, 2) = f(ay,z — z).

A,

R
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5. Obliczyé calke podwéjna

. Obhczyc pole plata 3 wycigtego z powierzchni z = /22 + y? —2 przez Walec

. Zamienié na calki iterowane calke podwéjna,

z
. Korzystajac z definicji obliczyé catke niewlasciwa / =z
: —1)2
| V-1

. Znalez¢ promieni i przedzial zbieznoéci szeregu E (

. Korzystajac z rézniczki funkeji obliczyé przyblizona warto§é wyrazenia

. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = yv/z — ¢ — z + 6y.

Zestawy zadafri z egzaminéw ’

2% 4+ y* = 2z. Naszkicowaé rysunek.

/ f(z,y) dedy,
D’ :

gdzie D jest obszarem ograniczonym krzywymiy =1 — |z|, y = 22 + z.

Wyznaczyé wspolrzgdne srodka, masy JednorodneJ bryty U ograniczonej po—
wierzchniami 2? = 22 + 32, 22 + 3 + 2% = 22 i zawierajacej punkt (0,0, 1). j

— (z + 2)"

— nn’n
n=2

1%/3.98.

// 222y dzdy,
D

gdzie D jest obszarem ograniczonym osiami ukladu wspolrzednych oraz
krzywa, /Z + /7 = 1. i
Obliczyé objetosé bryly ograniczonej powierzchniami
z==3, z=zy, 2 +y’=1.

Sporzadzi¢ rysunek.

Obliczyé moment bezwladnosci wzgledem poczatku ukladu wspéhrzednych
dodatniego oktantu wydrazonej kuli o promieniu wewngtrznym 1 i zewne-
trznym 2, jezeli objetosciowa gestoéé masy w punkcie jest odwrotnie pro
porcjonalna do jego odleglosci od punktu (0,0,0), a masa bryly wynosi 4.
Wyznaczy¢ wspéirzedne Srodka masy jednorodnej bryly U ograniczonej po-
wierzchniami 2z = /22 +y? - 2, 22 + y? = 4, z = 22 + y?. Sporzadzié¢
rysunek. Zastosowaé wspéirzedne walcowe. i
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(o]
Vzdz

1. Zbadaé zbieznoéé calki niewlasciwej / 77z
0

2. Napisaé wzér Taylora z reszta Rs dla funkcji f(z,y) =z Iny i punktu (1,e).:

sin 2zy dla :1:7&0 oraz y € R,

0 dla =0 oraz y€R.

3. Zbadaé ciaglosé funkcji flz,y) = {

4. W kierunku jakiego wersora @, pochodna kierunkowa funkcji

X
fz,y) = arctg —

w punkcie (0, 1) przyjmuje wartoéé 07
B. Zamienié na calki iterowane calke podwéjng

[[ (@ dzay,
D

gdzie D jest polozonym w pierwszej éwiartce ukladu obszarem ograniczo-
nym krzywymi 22 +y? = 1, \/Z + v/ = L. Sporzadzié¢ rysunek.
6. Obliczyé mase jednorodnej (yo = 1) bryly U ograniczonej powierzchniami
z =2+ _ %’ z=22+y* -1
Sporzadzié¢ rysunek. Zastosowaé wspélrzedne walcowe.
7. Obliczyé moment statyczny wzgledem plaszezyzny yOz jednorodnej (vw=1)
bryly ograniczonej powierzchniami ”
y= —w,y=2—m2,x+y-—2z=0,z=0,
Sporzadzi¢ rysunek.
8. Obliczyé pole powierzchni bocznej X bryly ograniczonej wykresami funkeji
z=4-—z%—4?, z=w2+y2—4, z2=-3, z=3.
Sporzadzi¢ rysunek.

[o <]

. d:
1. Korzystajac z definicji obliczyé calke niewlasciwg / -——-————-—-( T :) 7
/ \

2. Stosujac odpowiednie twierdzenia o szeregach potegowych obliczyé sume
szeregu )

S i
= (2n—1)en’

Y,




1
2
. Obliczy¢ calke niewlasciwag / zt dz.
0

3 Y
. Obliczyé calke iterowana / dy / (z +y) de.
1 Y

. Podaé przyklad funkcji f, dla ktérej

E E: .
Zestawy zadar z egzaminéw ] gzamin poprawkowy 103

102
6. Obliczy¢ pochod tk i i = 2,
3. Wyznaczyé dziedzing funkeji czyé pochodne czastkowe rzedu pierwszego funkcji f(z,y) = arctgzy
f(z,4) = arcsin y _2 7. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = 5z + 5y + 10 + 14z — 2.
z 8. Obliczyé 6lrzedne Srodka jed dnej fi D i j -
Zbadaé, czy jest ona zbiorem ograniczonym, otwartym, domknietym, ob-: j; wynl;zgiw:}l) Oyrff lne 5o masy jednorodne] figury 1D ograniczone] krzy
szarem. Okreslié i naszkicowaé pomomlce tej funkcji. } ' )
4. Napisaé réwnanie stycznej do wykresu funkcji uwiklanej y = y(z) za,daneJ ,
réwnaniem zlny —ylnz — z = 1 w punkcie jej przeciecia z prosta y = z. §
1 M
5. Zapisaé calke iterowang L . .
) T ety 1. W calce / dz / f(z,y) dy zmieni¢ kolejnoé¢ catkowania.
foo [ a [ o |
1 0 0 ¥ty 2. Obliczyé pochodne czastkowe rze¢du pierwszego funkeji f(z,y, 2) = z i)
we wspéirzednych walcowych. Naszkicowaé obszar calkowania. y+ 2
6. Obliczy¢ objetodé bryty U ograniczonej ptaszczyna z = 0, walcem 22 + y? )
8z oraz stozkiem z? + y? = 422, (2 > 0). Sporzadzié rysunek. 3. Obliczyé calke niewlasciwa / iy
7. Wyznaczyé wspdlrzedne srodka masy jednorodnego wycinka kuli o érodkuy ' —co ,
w poczatku ukladu wspélrzednych i promieniu 1 ograniczonego péiplasz-3 » © (54 2)n
czyznami y =0iy = z. § 4, Wyznaczyé przedzial zbieznosci szeregu potegowego Z T
8. Calke po obszarze ograniczonym krzywymi y = 2—22, y = 2|z| — 1 zamieni n=l :
na catki iterowane. Sporzadzié rysunek tego obszaru. 5. Obliczyé moment bezwladnodci wzgledem osi Oy jednorodnej (op = 1) fig-
: ury D ograniczonej krzywymi y = x2 iz=y2% :
- Zestaw VI 6. Napxsac rownanle plaszczyzny stycznej w punkcie (2,1, 20) do powierzchni
z=x*+ y :
10 2
1. Dokonuj@c zamiany zmiennych obliczyé catke 7. Obliczyé calke iterowans / dy / dx / oS d.
R VR§—82§ R2—$2"y2 - ”‘ 0 -1 0
. 2, .2 " '
/ dz / dy / (2? +¢?) dz. 8. Podaé przyklad funkcji ciaglej f, ktéra w punkcie (—2,3) ma minimum
-R  _JRI—& 0 lokalne réwne 7.

Jz

1
1. Obliczyé calke iterowana / dy f dx / Yz dz ‘
_ 0 IS

2

°f
Daoy DY) =+ 2.

Podaé przyklad szeregu potegowego o przedziale zbieznoéci (0, 4]. Odpowiedz
uzasadnié ' :

1
2. W calce / dz / f(z,y) dy zmienié kolejnoéé catkowania.
0 g8 ‘

3. Wyznaczyé najmniejsza, i najwi@kszq wartoéé funkeji f(z,y) = 2z — 3y na
obszarze okres§lonym nieréwnosciami 0 < z < 5, 2 € y < 2=z.
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4. Funkcje f(z) = x cosz? rozwinaé w szereg Maclaurina.

3z dzx

5. Obliczyé¢ calke niewlasciw —
iczyé catke 3 (4+$2)2

tréjkata D o wierzchotkach A = (1,0), B = (3,1), C = (3,3).

. O%f
7. Podaé przyklad funkcji f, dla ktérej W(m, y=z+y.
8. Obliczyé pochodne czastkowe pierWszego rzedu funkcji

. Zz
f(z,y) =sin o

oo
1. Obliczyé calke niewladciwg / ze™ da.
1

2. Obliczyé pochodne czastkowe rzedu pierwszego funkeji f (z,y) = Inze™.

/// ysinnz dxdydz,
U

3. Obliczyé calke potrdjna

e ey . ‘ . . . . . _ 2 . ;(
jezeli obszar catkowania U ograniczony jest powierzchniami z = 1-y*,2=0, §

z=-1, =1

4. Obliczyé pochodng kierunkows funkeji f(z,y) = z3y? w punkcie (xo, Yo)
1 V3

(2,3) w kierunku wersora & = 35

2
5. Rozwingé w szereg Maclaurina funkcje f(z) = ze™™ .

6. Podaé przyklad funkeji ciaglej f, ktéra w punkcie (2, —1) ma maksimum

lokalne réwne 5.

7. Obliczyé moment bezwladnoéci wzgledem poczatku ukladu wspélrzednych

jednorodnej (0p = 1) figury D ograniczonej krzywymiy = z?2-1,y =1~z

2 1
8. Obliczyé calke iterowang / dz / zy dy.
U 4] (z—1)2

6. Obliczy¢é moment bezwladnosci wzgledem osi Oz jednorodnego (g = 1) §
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Zestaw VIlI

1. Wyznaczyé¢ wszystkie wartosci € R, dla ktérych szereg
l-lmz+nz-In3z+...
jest zbiezny. Obliczyé jego sume.

2. Rozwingé¢ w szereg Maclaurina funkcje
) 1

L) = e
@)= =T
Wyznaczyé przedzial zbieznosci otrzymanego szeregu.

4

3. Uzasadnié, Zze réwnanie y — |/ e? = 0 okredla na otoczeniu punktu (0,1)
funkcje uwiklang y = y(z). Napisaé réwnanie stycznej do wykresu tej funkcji
w punc1e (0,1).

4. Znalesé trzy liczby nieujemne o sumie 1, ktérych iloczyn jest najwiekszy.

5. Zmienié kolejnoéé catkowania w calce iterowanej
1 Vel
/ f f(z,y)dy.
-1 1-/izz

Naszkicowaé obszar calkowania.

6. Obliczy¢ objetosé bryly U ograniczonej powierzchniami

2=t y?, 2=2-2% -y

/// y cosmzx dzdydz,

U

gdzie obszar calkownia U jest ogramczony powierzchniami z = 1—y%, 2 = 0,
z=0,z=1.

7. Obliczyé calke potréjnag

8. Obliczyé moment statyczny wzgledem plaszczyzny :cOy Jednorodnego (vo=1)
obszaru okreslonego nieréwno$ciami
1<z +9%4+22<3, y>0 z2

>

Zastosowaé wspéirzedne sferyczne.

1. Wyznaczy¢ promien i przedzial zbieznoéci szeregu potegowego

(z+2)"
Z \/_471. :

S
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s 2
5. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = (:1: + y) Vev.
6. Obliczyé pole plata ¥ wycigtego z powierzchni
z=1-2%—y°
—3. Sporzadzié rysunek. Zastosowaé wspol-

2. Sprawdzi¢ z definicji, czy funkcja f(z,y) = \/(z — 1)2y ma pochodna kierun'
owg w punkcie (zo,%0) = (1,1) w kierunku wersora © = %, g

przez plaszczyzny z = —1, z =
rzedne biegunowe.

7. Obliczyé¢ mase obszaru D ograniczonego krzywymi Y’ = z, 4y =2, = lo
powierzchniowej gestosci masy o(z, Yy =z+y.

8. Obliczyé moment bezwladnoéci wzgledem osi Oz jednorodnej (Yo = 1) bryty
U ograniczonej powierzchniami

z=+/4—x%—y? oraz z=/2?+y%

7astosowaé wspéirzedne sferyczne.

3. Wéréd prostopadloscianéw o sumie diugosci wszystkich krawedzi réwnej
znaleZé ten, ktéry ma najwigksza objetosé.

4. Wykorzystujac rézniczke funkcji obliczyé przyblizona warto$é wyrazenia

v3.981In1.02.

5. Obliczyé pole p]ata ¥ wycigtego z wykresu funkeji z = 1+ 22 + 32 walce
o réwnaniu z? + y? = 3. Sporzadzié rysunek. ;

6. Obliczyé moment statyczny wzgledem osi Oz jednorodnego obszaru D o'
masie M ograniczonego krzywymi y = 0, y = /4 — (z — 2)2. Sporzadzié|
rysunek.

7. Calke podwédjnag

cosz dx

/ 7(@,) dady, zeady

1. Zbadaé zbieznoéé calki niewlasciwe] /
0
zamieni¢ na calki iterowane, Jezell obszar calkowania D ograniczony ']eSt.’

krzywymi y —z — 2 = 0, y — 22 + 2z — 2 = 0. Naszkicowaé obszar catkowa- |
nia.

2. Rozwingé w szereg Maclaurina funkcje f(z) =

zbieznoéci otrzymanego szeregu. .

3. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji uwiklanej y = y(z) zadanej réwnaniem
' 22 +y?—zy—2z+4y=0.

8. Wyznaczy¢ wspéirzedne érodka masy bryly U ograniczonej plaszczyng z =
oraz powierzchniami

2:-—\‘4—-:1;2._:,;2, z:"'\/l—--’l?2"'y2’

4. Dana jest rézniczkowalna funkcja z = f(z,y). Wyrazenie

Jjezeli objetosciowa gestosé masy dana jest WZ(irem w(z,y) = mQ_ +v1-y %
V(@,9,2) = 2?42 4 22 przedstawié jako funkcje zmiennych u i v, jezeli u =Inz, v = arcsiny.

Zastosowat wspslragdne sferyczne. Sporzadzic rysunek. 5. Wyznaczy¢ wersor wskazujacy kierunek, w ktérym pochodna kierunkowa

funkcji

flz,y) = - -—sma: y
™ cosn

2n)! w punkcie (0, 1) przyjmuje wartosé 0.

6. Obliczyé catke podwdjna
' x dxdy
y*

gdzie D jest obszarem ogramczonym krzywyrm y =z,y=T,T=2,T= 4,
Sporzadzié rysunek.
7. Obliczyé objetosé brylty U ogramczone; powierzchiniami
y-:z:2, z2=0, z+yt+z=2.

1. Zbadaé zbieznosé szeregu Z {

2. Pojemnoéé¢ zbiornika w ksztalcie walca zmierzona z dokladnoscia 0,1 cm?
wynosi 87 m?, jego wysoko$é zmierzona z doktadnoscia 0, 1 cm wynosi 2 m
Z jaka w przyblizeniu dokladnoscig mozna obliczyé érednice tego zbiornika?

3. Obhczyc pochodng ¢/(1) funkeji uwiklanej y = y(z) okresloneJ gownamem ;‘
A T '

4. Podaé dziedzine, zbidr wartoéci oraz okresli¢ poziomice funkcji

f(z,y) = arcsin (1 — 2® — y?) .

Sporzadzié¢ rysunek tej bryly.
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8. Obliczyé moment statyczny wzgledem plaszczyzny xOy jednorodnej (o = 1
bryly U ograniczonej powierzchnia stozka 2 = \/z2 + 32, plaszczyzng y = )

oraz pélsfera z = \/4 — 22 — y2. Zastosowaé wspélrzedne sferyczne. Sporzq-
dzié rysunek. 1

3 Vi—z®
3. Zmienié kolejnoéé catkowania w calce iterowanej / dz / Sz, ) dy.
2 =z
N o~ 5"
4. Zbadaé zbieznosé szeregu Z =%

n=1

Zestaw IX
5. Napisaé réwnanie plaszczyny stycznej w punkcie (4,2, 29) do powierzchni
z=(lnz —2Iny)*.

1. Wyznaczyé przedzial zbieznosci szeregu potegowego

ad 2
n?+2
n=0

6. Korzystajac z rézniczki funkeji obliczyé przyblizong wartoéé wyrazenia
1.98°

.y : ) TR 4.002%°
2. Obliczyé pochodna kierunkows funkcji f(z,y) = sin (3: +4*) w punk

1 22

7. Obliczy¢ calke podwéjna
(zo,yo) = <-;-\/E, 0) w kierunku wersora ¥ = (— —_—

373 / (2z + 3y) dzdy,
D

3. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkeji f(z,y) = 2° + 9z — 6zy +3* — 12y. w ktérej D jest obszarem ograniczonym krzywymi y'=1 — |z}, y = —1.

4. Korzystajac z rézniczki funkcji obliczyé przyblizona wartoéé wyrazenia 8. Obliczyé objetoéé bryly ograniczonej powierzchniami

2.98 - 2.001 A
2982001 =9, z=1-z, z=5.
2,982 — 2.0013 Ty z 7 2=5
1 1+|z|
5. Zmienié kolejnoséé catkowania w calce iterowanej / dz / f(z,y) dy. ,
4, o 1. Obliczyé pochodng kierunkowsa funkcji

flz,y) = /22y + Inzy?

6. Obliczyé mase M walca o promieniu podstawy R i wysokodci H: Objetos- |
34
w punkcie (o,y0) = (2,3) w kierunku wersora @ = (—-— —>.

ciowa gesto$é masy w punkcie jest réwna kwadratowi odleglodci tego punktu
od osi symetrii walca.

7. Obliczyé caltke podwdjna 2. Obliczy¢ catke podwdjng

/ (2? +y) dady,
D

w ktérej obszarem calkowania jest tréjkat o wierzchotkach A = (-1,2), i
B=(2,-1),C=(5,2).

[ @=vdzay,
D

w ktérej obszarem calkowania jest tréjkat o wierzcholkach A = (1,2),
B =(5,2), C = (3,4).

oo
1 3. Wyznaczyé rzedmal zb1eznosm szer t
8. Zbadaé zbieznoéé szeregu Z n? sin —- y yep :gu polegowega
s 22 2o,
4 + 3

4. Obliczyé objetosé bryly U ogramczoneJ pow1erzchmam1

1. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji f(x,y) = 1 — 2° — 12z — 6zy +y° + 9y. 2 +y* =16, z2=6-z, 2= 1

2. Znale?¢ mase cienkiego kawalka blachy w ksztalcie pétkola o promieniu r. 5. Zbadaé zbiesnodé 2. 2m%+3
Powierzchniowa gesto$é masy w punkcie jest réwna kwadratowi odleglodci - £badac zD1eznose szeregu 21 dan34+n+1°
, -

tego punktu od érodka pétkola.

i 7
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2. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkeji f(z,y) = z° +y — 2Inzy.

3. Obliczyé blad bezwzgledny powstaly przy wyznaczaniu powierzchni catkowi-

7. Zbadaé zbieznosé szeregu 2n e
8. Napisaé réwnanie plaszczyzny stycznej w punkcie | 0, 5 zp ) do powierz
chni
z=tg* (z+¢°).
Zestaw X

1. Obliczyé pole figury ograniczonej wykresem funkcji y =

. Obliczyé objetoéé bryly U ograniczonej powierzchniami

. Wyznaczyé promien i przedzial zbieznoéci szeregu potegowego

2
. Zmienié kolejnoséé catkowania w calce iterowanej / dz / flz,y)dy.
v J, ‘

. Obliczyé mase M cienkiego kawalka blachy w ksztalce tréjkata r(’)wnobocz-‘t‘

Zestawy zadan z egzaminéw ,

Obliczyé blad bezwzgledny powstaly przy wyznaczaniu objetosci U stoZka.;
o promieniu podstawy r = 4 i wysokoéci h = 3 przy dokladnosci pomlaru

podstawy 0.01 i wysokodci 0.1.
1
/ f(z,y) dy.

12

Zmienié kolejnosé catkowania w calce iterowanej

L,
g

Wyznaczyé ekstrema lokalne funkeji f(z,y) =2 — 2> —13z+6zy —y* + 24y 4

22+yt =4, z=y+1, 2=T.

tej P walca o promieniu podstawy r = 3 i wysokoéci i = 2 przy doktadnosci}
pomiaréw podstawy 0.1 i wysokoéci 0.01. :

o 2
E n4—:3(x -2
n=0

2|z|
-3

nego o boku a. Powierzchniowa gestoéé masy w punkcie jest réwna odlegloéciﬁ
tego punktu od jednej ustalonej wysokoéci tréjka;ca. '

1

oraz prostym

w
g
™!

z=0,z=11iy=0. Sporzadzié rysunek.
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2, Sformulowac kryterium Leibniza i wykorzystaé go do zbadania zbieznoéci

szeregu Z( 1)" Inn

3. Funkcja g(r) ma ciagla pochodng na R. Niech f(z, y)

of of
oz’ dy

=g (VTTF). ov

liczyé oraz sprawdzié, ze

() (3) - ()

4. Dlugo$é, szerokodé i wysokosé prostopadloscianu zmierzone z dokladnogcig
5 cm wynoszg odpowiednio 12'm, 4 m i 3 m. Z jaka w przyblizeniu doktad-
nos$cig mozna, obliczyé dlugoéé przekatnej tego prostopadlodcianu?

5. Wyznaczyé ekstrema funkcji uwiklanej y = y(z) okreélonej przez réwnanie
z? — Ty — y>+5=0.

6. Naszklcowac obszar catkowania i nastepnie zmienié kolejnosé catkowania w

calce
1
/ dz
0

7. Obhczyc pole plata X wycugtego z powierzchni z = 2—+/22 + y2 przez walec
¥ +y% = 2.

1—-v2z—22
fz,y)dy

-1

8. Obliczy¢ moment bezwladnoéci wuglegdem osi Oz Jednorodneﬁo (vo=1) ob-
szaru U okredlonego przez nieréwnosci z? + y2 + 2% < 1, y > 0,z > 0.
Sporzadzié¢ rysunek. Zastosowaé wspélrzedne sferyczne.

(o)
1. Obliczy¢ calke niewlasciwg /

1

rdz
x4 +222+ 5

2. Wyznaczyé szereg Maclaurina funkcji f(z) = z p i élcreélié jego przedziat
zbieznosei.

3. Wyznaczyé wersor ¥ wskazujacy kierunek, w ktorym pochodna kierunkowa,
6{'(2 1) funkeji f(z,) = arcsin y Jest réwna 0. .

4. Na podstawie ponnaxow bryly substa,nc ji ustalono, ze jej objeto§é wynosi

V =1541cm?, amasa M = 105+5 g. Z jakg w pr7ybhzemu dokladnoscia,
., mozna obhczyc gestodé masy tej substancji?

5. Wyznaczyé ekstrema lokalne funkeji f(z, y) =z2 4+ + fy_
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. Obliczyé caltke podwdjng

. Obliczyé objetodé bryly ograniczonej powierzchniami y -+ 2z =1, 2 = 1 — y?

. Obliczyé moment statyczny Wzgle;dein plaszczyzny yOz jednorodnego (yo=1

. Obliczyé calke niewlasciwg

. Zbadaé zbieznosé szeregu

. Znalezé pochodna kierunkows funkeji f(z,y) = arctgg w punkcie (1, \/§)
z ; j
. W biegu na 100 m odlegloéé¢ zmierzona jest z dokladnodcig 0.1 m, a czas z

. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartodé funkcji

. Naszkicowaé obszar calkowania i zmienié kolejnos$é catkowania w calce

. Obliczyé pole plata ¥ wycietego z powierzchni z = 1 — 2 — y? przez walec

. Obliczyé moment bezwladnodci wzgledem poczatku ukltadu wspétrzednych

Zestawy zadan z egzamindw

// ydzdy,
D

jezeli obszar D okredlony jest przez nieréwnosci z° — 2z +y* < 0, y > 0.
Sporzadzié rysunek. Zastosowaé wspélrzedne biegunowe. |

z =0, = 2. Sporzadzié¢ rysunek.

obszaru U okreslonego przez nieréwnoéci 2° +y° +2° < 2, z > 0. Sporzadzi
rysunek. Zastosowaé wspélrzedne sferyczne.

\/z‘:‘

n 3
n=1 ( )
SfOIInlllO wacC W kaIZ y Starle kI ytelluln.

i

T . . .
w kierunku wersora tworzacego kat 3 z dodatnim kierunkiem osi Oz.

dokladnoscig 0.01 sek. Z jaka w przyblizeniu dokladnogcia obliczona zostanie
grednia predkosé zawodnika, ktéry uzyskal ezas 10.00 sek?

f(z,y) =2° =3y’ na
kwadracie ograniczonym prostymi z = -1,z =1,y = —liy=1

1 1

/ dy / f(z,y) dz.

0 —2++/2y—y?
z? +y? = 2. Sporzadzié rysunek. Zastosowaé wspélrzedne biegunowe.

jednorodnego (o = 1) obszaru U ograniczonego plaszczyzng z = 2 i po-

wierzchnig stozka z = /2% + y Sporzadzié rysunek Zastosowaé wspél-
rzedne sferyczne.
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sin® z

Vb

1. Zbadaé zbieznosé calki niewladciwej dz. Sformulowaé wykorzys-

o\“h

tane kryterium.

2. Wyznaczyé promien i przedzial zbieznosci szeregu potegowego
X - _n+1

DB Ay

~ n(n+1)

3. Wyznaczyc wersor ¥ wskazujacy kierunek, w ktérym pochodna klerunkowa
6_,(6 0) funkeji f(z,y) =

—1)

(y + 1)® — ex ma wartoéé 0.

4. Zaméwiono 1 m3 korka o gestosci masy 0.2540.05 EI%T Z jaka w przyblizeniu
dokladnodcig mozna obliczy¢ mase zamdéwionego towaru, jesli wiadomo, ze
jego objetosé okresdlono z dokladnoscig 0.05 m37

5. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) =e (a: +9%).

6. Przy pomocy calki podwéjnej obliczyé¢ pole obszaru okredlonego przez nie-
réwnoéci 22 +y? =2y > 0, 22 + y? — 4y < 011 y < z. Sporzadzié rysunek.
Zastosowaé wspélirzedne biegunowe.

7. Obliczy¢ objetodé obszaru ograniczonego powierzchniami z = g2, y —z = 0,
z =01z = 2. Sporzadzié rysunek.
8. Obliczyé moment statyczny wzgledem plaszczyzny Oz jednorodnégo yo=1)

obszaru U okreélonego przez nieréwnoéci z2 + ¢y +22 <3,y > 0i 2z > 0.
Sporzadzié rysunek. Zastosowaé wspélrzedne sferyczne.




Odpowiedzi i wskazéwki

Egzamin podstawowy

Zestaw |

1. AS~——~0176

125
2. 1.
4
3. (xo’yc) = (05 §7_T-R) .
15
4. 35

5‘ (IL‘, y’z) = (1’ 1, 1) .
71'
6. X = 5 (37v/37 - 5v/5) .

2MR?

1. I, =
. 5

8. Z/(t) = 3= -p(t) + (t),

2(8) = ( (t)) p(t) T(t)+ ( (t))

1. {/6.013 —2.98% — 4.033 ~ 5.0024.
4
2. (20,Yor20) = (;,0,2) .

m
3. e
8f /s 12¥/49 — 5
4., = =2V Y
35 (V1) 5
Ma?
5. I?”_ 48
6. y= —ex+1

114

PO+ 35 2

f

r(t).

N

o s W

cgZamin poastawowy 444

W punkcie (1, 0) funkcja f ma minimum lokalne wladciwe réwne ——z—.

. Szereg jest zbiezny bezwzglednie.

. 8, ~ - 0.015.
U=
. R=1, [—3,—1).

527r

S Rl L)

_ Ma?

H\to
o\
=
Rl
S
-

) funkcja f ma minimum lokalne réwne —-2—1;.

0 y+1 1 —v/1-(y-1)2

dy/ f(z,y)d:v+/dy

-2 —1

flz,y) dz.

f(a:,y)dz+/1dy /1
0

Vi-(y—-1)?

[~}

M=%(R4—r4).

. Szereg rozbiezny.

r=y=2z2=4
5
9"

32

6. I, = —m.

3

. W punkcie zo = 92 maksimum lokalne wtasciwe réwne 9\/-

4
L.02 ~ 0.5402.

/7.99

Zestaw 11




410 Vdpowiedzi | wskazowkl
2. —4 € < 2, w punkcie z = —4 szereg jest zbiesny warunkowo, a w punkcie z = 2
szereg jest rozbieiny. ;
3. &, ~ 65.
4. Wartosé najwicksza 1 osiggnieta jest w punktach L —1— L a.
. jwie agnigta J 72’ V2 72 )8
. 1 o
wartos¢ najmniejsza —1 w punktach ( ) < > .
J oY
5. Funkcja f jest ciagla w punktach (z,y) € R*\ {(z,0): = # 0}.
6. Wykres funkeji y = y(z) jest prosta, gdyz mamy
2? +y’ +dzy =0 [(2+\/§)x+y] . [(2- \/§)x+y] =0.
4
7. (@orw0) = (3251)

L7y

10+:z: Z 9n+2(9’+1)n -10<z<8.

n=0

1 = lim sin -1-, gdzie u = z? 4 2, nie istnieje.
u

K .
(m,y)—rzl(0,0) R +y2  u—ot

. Mamy cztery takie punkty: (1,1,1), (1,-1,-1), (-1,1,~1), (-1,—-1,1).

v o 1L
V =64’

= (
Y- =
|2 =2

3
(ZorYor20) = Z(l, 1,1).

/AN
o N

+ ;13-) (z—1).

o

[~
arctgz ,  w  In2

|D| = ) dx—4+2.

1
o "

z+2
-3 -1

nzln(x+2) CESIER <z<

(V15 - v9)" ~ 36.9.
m=y=z=2\/§.

LB N S S

7.
8.

Egzamin podstawowy

Funkcja f jest ciagta w punktach (z,y) € R* \ {(z,0) : z # 0}.
0z . dF 02 dF

5;—2:1:—(;;, 5?/-—_—- '—2y'a;.
V3 4

Iz—g-é—a

[U'ZE.

(=<}
|U| :11"/:1:26"2” dz = :17[
0

2n4-1

[ o]
tgx =Y (-1)"=
arctg x ZO( 1) i
n=

,~l<z<g1.

Niech (:z:;,,y:,) = (%,0), (xﬁ,y:,' = (0 1) Wtedy lim (n

e (D p0r

lim ——t
n—eo ()2 | (%)

z=y=z=40, zyz = 40°,

= —1, co przeczy istnieniu granicy w punkcie (0,0).

. Zbiezna, co wynika np. z kryterium ilorazowego.

R=2,[-5,~1).
2 —y—2z+1=0.

o (3 3 4
7= (55) 7= (-5-3)-

. Funkcja f ma minimum w punkcie (4, 2), ktére Jest réwne 6.

0 1+4/1—y2 1 2-2y

. /dy / f(z,y)dx+/dy 0/ flz,y) d=.

~-1 1— ’1—-y2 0

%] = 4.
9
M= 3

1)"’_02

117
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1. Iy = —lg-i—ﬂ
1. Zbieina bezwzglqdnie, a wi@c réwniez zbiezna. g
0 i‘b'¢

z
2. m Z( 1) 4n+1 N |$I < 2.

n=0
29
3. AP ~ :?—5—0—71'. '
2] g =
4 az_f( 2)-2:1:,-—z:1+f'(a:2—y2)-(—2y). 1. ¢g=5.
oz 9y . .
. 2. Szereg rozbiezny.
5. Funkcja y = y(z) ma minimum lokalne w punkcie 1 = —3 réwne —2 oraz mak
mum lokalne w punkcie z2 = —1 réwne 0. 3. Funkcja ma maksimum lokalne réwne 2 w punkcie (—1,1) oraz minimum lokalne

réwne —2 w punkcie (1,1).
4. R =10, [-10, 10).

5. 2v/5.
45
6. IU|—§§7F
7. I = Lrpt
. L = gwR.

1.. Rozbiezna, co wynika np. z kryterium ilorazowego.

8. (zoy¥os20) = (0,0, 5) ;

2. R=1,[0,2].
3. VON/7.97 ~ 2.0775.
1 62 +1 . = Y.
4.y—;= - (z—1). 1. |D[=9 \
5.a=b=c=3 g X2 Pz v x| &
U ;\@ ' 0z By®  (e* +ev)?’ 9zdy (e +ev)?
6. |D|=—.
Dl 3 3. Funkcja f przyjmuje wartoéé najmniejsza, réwna, — 4 w punkcie ( 3’ 3) oraz wartosé
7. V2-1. najwigkszg réwna 3 w punktach (1,0) i (0,1).
M .2 2 2, .2
8. I, = == (3R +4M?). 8 (z :“+y(“’) "(g) = 2 E X ()
12 Y= e Y O )y
5. z€(0,1)U(2,3), 5(z) = o
— 3z

6. MS, = 1, MS, =

1rR3
T M=
8 %ﬂ‘ ‘
) (
4. (y2 - zz) 51—{- (:L'y, z2 + yz) . “
5. Funkcja f przyjmuje warto$é najmniejszg réwna —28 w punktach (—2, 2\/5), 1. Calka zbiezna.

(—2, —2/3) oraz wartoéé najwieksza réwna 80 w punkeie (4,0).

of _of _ . . .
16 2. —5-;(0, 0)= 5-:[;(0, 0) = 0, w punkcie (0,0) pochodne nie sg ciagle.

6. |U| =

R

G

§
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3. Funkcja y = y(z) ma minimum lokalne wlasciwe réwne —2 w punkcie z1 =
oraz maksimum lokalne wlasciwe réwne 0 w punkcie z2 = —1.

4. Szereg zbieziny.

7 4 1 4
5. (ml,yl) = (Zs—g) lub (.’1,'2,’9’2) ‘_‘ (Za :'3') .
38  36V3
6. [U] =335 + 2L,
512
7. MS, = —?3—71'.
1
8. (Z0,Yo,20) = (o,o,g).
1. |D| = 2.
1)2 2
1?40
2. Niech (z:,,yﬁl) = (—,O), (mZ,y;' = <l,——) Wtedy lim ____EL.)____..___
z S 00

. 1 N : .
1# nh_r)r;o (l) Ry (1)2 = 5 co praeczy istnieniu granicy w punkcie (0, 0)
n n

n

3. Szereg jest zbieiny.
4. Funkcja f ma warto$¢ najmniejsza réwna —% w punkcie (0, ——-;—) oraz wartos
najwieksza réwna 3 w punkcie (—1,0).
&u _ z?
oxdy =z +y?’
6. %sz.

9
7. T

4

8. (20,90) = (L—37)

Zestaw IX

w4 s

5"7'-
V| = 8.

1.
2,
3.
4.
5.
6

. Szereg zbiezny.

7.

1
2
3.
4.
5.
6.
7

Egzamin podstawowy

1 V1-(1-y)? 2 VT

[a [ sewisi[a [ rene

0 —v/1-(1~y)? 1 ]

12 5
. (9481 — — —
(9+8In2) 3 (9In3 +12) 3

. Szereg zbiezny.

7!’2 ™

= - 0.08.
535 008

. R=1,(0,2).

. Funkcja ma minimum lokalne réwne —2¢™2 w punkcie (—1,0).

U= (8- V).

. |2|=3’6(37\/3_7—5\/5).
RS_,I_3
. M=2. .
P 3
h
. , ={0,=}.
(ZorYe) ( 3)
MD?
. Iz: .
8
. Szereg zbiezny.
A, = 7.6km.
3
In-.
"2
a=b=c=2cm.
_1_3
90°
. |U| = 40nr.

0 2 VE=§

—4 —2—y Nz =)

4
./'dy/ f(x,y)d:v-i—»o/'dy ] f(z,y)dz.

o1 1 =z
' z“2y+(2_2)’
. A, =134 ][g).

. Szereg zbiezny.
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2 1/1o(g-1)?
5. / dy / f(z,y) dz.
Y
6. R=1,[-3,-1).
7. Funkcja ma minimum lokalne réwne —27 w punkcie (3, 3).

96
8. Iz = -E-M.

Egzamin na ocene celujgcy

Zestaw |

1. Szereg jest rozbiezny. Wskazéwka. Wykorzystaé tozsamosé
sin (271'\/712 + 1) = sin (21r n2+4+1- 27rn) .

Otrzymany szereg poréwnaé (kryterium ilorazowe) z szeregiem
>3

n I
n=1

ktdry jest rozbiezny.
2. Granica réwna jest

M =max{f(a:,y) st 4yt < 1}.
Wskazéwka. Wykorzystaé fakt, ze dla dowolnej liczby dodatniej e zachodzg, nie-
réwnoéci

M-e<flzy <M
dla kazdego (z,y) z pewnego otoczenia punktu (zo,yo), w ktérym f (zo, yo) = M.
3 flz,y) = \/sin(ﬂ'a:) + \/sin(ﬂ'y). ‘
4. d=2.

Zestaw ||
1. Szereg jest zbiezny. Wskazéwka. Zastosowaé kryterium ilorazowe do poréwnania z
szeregiem
(e o]
Inn
>
n=2

ktéry jest zbiezny. .
2. 7f(0,0). Wskazéwka. Wykorzystaé definicj¢ Cauchy’ego ciaglosci funkcji f w
punkcie (0,0) oraz twierdzenie o oszacowaniu catki podwéjnej.

3. R = b. Wskazéwka. Wystarczy rozwazy¢ elipsy, ktére sg przekrojami elipsoidy i
plaszczyzn przechodzacych przez poczatek uktadu wspédlrzednych.
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L4

——— e ——————

-
i
1
1
]
]
[}
]
]
1
O pmmm =

o)

Zestaw |1l

1. Spodek wysokoéci powinien pokrywaé sig ze érodkiem okregu wpisanego w tréjkat.

ol n
2. 13e. Wskazéwka, W rozwinieciu € = Z _zn_' podstawié z = 2. Nastepnie dwukrot-

n=0
nie obie strony tozsamosci pomnozyé przez t i zastosowaé twierdzenie o rézniczkowa-

niu szeregéw potegowych. Na koficu przyjaé ¢t = 1.

3. Wskazéwka. Aby naczynie nie przewrécilo sie, prosta pionowa przeprowadzona
przez érodek masy powinna przechodzié przez podstawe walca. Do wyznaczenia
polozenia $rodka masy zastosowaé wspélrzedne walcowe.

4. Wskazéwka. Zauwazyé, ze f(0,0) =1 > 0 oraz f(—1,1) = —1 < 0. Z ciaglodci
funkeji f wynika, Ze w pewnym otoczeniu punktu (0,0) wartodci funkeji f sg
dodatnie. Zatem

f(#591) + f (z2,92) +... + f (28, 98) > 0

dla punktéw (:1:'1, y'l) s (9:'2, yé), ceey (:c'g,yé) z tego otoczenia, ktére sa wierzcholtkami
o$miokata foremnego. Podobnie

f(a1,91) + f (3,97) + ...+ £ (26, 58) <O

dla punktéw (x'l', yf), (:c'z',yé'), cees (:1:’8’ , yé’) z pewnego otoczenia punktu (—1,1),
ktére sg, wierzchotkami odmiokata foremnego przystajacego do poprzedniego. Teraz
wykorzystaé twierdzenie Darboux o miejscach zerowych funkeji.

Zestaw IV
5—6ln2 . , .
1. — Wskazéwka. Wykorzystaé rozklad
1 1
1 _ 2 )
n?2—1" n-1 +'n.+1

%

oraz twierdzenie o calkowaniu szeregéw potegowych.

§

S
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2. W rozwazanej calce dokonaé zamiany zmiennych v = ot Wykorzystaé takze réw-

nosci
0 [ o]

dzx + zP dx _ dx _T
(1 +2P) (1 +22?) A+zP)(1+22) " ) 1+22 27
0 0 0

3. Wskazéwka. Jezeli f = 0, to stwierdzenie jest oczywiste. Jezeli f # 0, to z warunku

f(z,y,2)dzdydz =0
z24y2+22<1

wynika, ze f(z1,y1,21) < O oraz f(z2,y2,22) > 0 w pewnych punktach kuli
2;2 + 4% + 2% < 1. Wykorzystaé teraz wskazéwke do zadania 4. z zestawu IIIL.

4. Wszystkie momenty bezwladnosci szescianu sg jednakowe.

Zestaw V

3
1. V= i Wskazéwka. Zastosowaé wspdlrzedne walcowe albo wzdér na objetosé

bryly obrotowej.

2. % Wskazéwka. Dokonaé podstawienia u = g— —z. Wtedy

\ula

Z
dz __/ (tgan')‘/E dz
/ 1+ (tgz)V? J 1+ (tgz)Y?

3. Szereg jest rozbieiny. Wskazéwka. Podstawié ar = zx — (b — )7, gdzie k € N.

Nastepnie uzasadnié nieréwnosé 0 < arcctg km < ax. Na koficu pokazaé, ze szereg
(o]

Z arcctg km jest rozbiezny.
n=1

4. Wskazéwka. Pokazaé najpierw teze twierdzenia dla sfery. Nastepnie wykorzystad

fakt, ze kazda, elipsoide mozna otrzymaé przez zlozenie jednokladnosci sfery wadhus 8

osi ukladu oraz fakt, ze stycznoéé prostej do powierzchni zachowuje si¢ przy jed-
nokladnosci. '

Zestaw VI

1. Wskazéwka. Najpierw znalezé trdjkat o najwiekszym polu wpisany w koto. Nastep-
nie zauwazyé, ze kazda elips¢ mozna uzyskaé jako rzut kola na pewng plaszczyzne.

Jest nieskoficzenie wiele rozwigzan. o

(=]
2. Szereg jest rozbiezny. Wskazéwka. Uzasadnié¢ najpierw, ze szereg Z ( Va — 1)
n=1
jest rozbiezny dla a > 1.
3. Wskazéwka. Zauwazyé, ze plaszczyzny z = y, y = 2;.& = z dziela bryle na trzy
przystajace czeéci. Do obliczenia ich objetosci zastosowaé wspélrzedne sferyczne.

L1
~ 4. Granica nie istnieje. Wskazéwka. Rozwazy¢ ciagi zh =0, yp = - oraz zhn =
1 1 o, 1 1
A A

R
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Zestaw VI

1 1
1. y(z) = 3 shz + 5 cos . Wskazéwka. Niech y(x) bedzie poszukiwang funkcjg, (ob-

szarem zbieznoéci szeregu potegowego, czyli dziedzing tej funkeji jest R). Nastepnie
korzystajac z twierdzenia o rézniczkowaniu szeregéw potegowych obliczyd y“) (z)
i/zauwa,z'yé, ze yW(z) = y(z). Funkcja y(z) speinia ponadto warunki y(0) = 1,
y'(0) =0, "(0) = 0,5 (0) = 0.

2. Szereg jest zbiezny. Wskazéwka. Niech a, bedzie dowolnym wyrazem ciggu zlozo-
nym z k cyfr nieparzystych. Wtedy zachodzi nieréwnoéé

an 211 ... 1> 101,
k jedynek

Z drugiej strony ciag (an) ma 5% wyrazéw k-cyfrowych. Zatem suma odwrotnoéci
tych wyrazéw spelnia nieréwnoéé

1 5k 1\*
ZE< ToF—1 = 10 (5) :

o0
. k
Teraz wystarczy zauwazyé, e szereg Z (%) jest zbiezny.
i k=1

il i
3. / Insinzdz = / Incoszdzr = —1—21: In 2. Wskazéwka. Najpierw uzasadnié zbieznodé
o 0 ‘

5 _ 1
caltki / Insinz dz (zastosowaé kryterium ilorazowe do calki / In x dz, ktéra jest
0

0

5
zbiezna). Nastepnie w calce / Insinz dz dokonaé podstawienia v = g -z W
; 0
ten sposéb otrzymamy pierwsza réwnoéé. Potem wykorzystaé tozsamodé sin 2z =

2sin z cos x.

4. Wskazéwka. Réwnoéé z zadania zapisaé w postaci

x

[ f Fluv)do = (o~ a0) (y ~30)..
Yo

zg

Nastegpnie obliczyé pochodne czastkowe po z i po g obu stron tozsamosci.

Zestaw VIII

1n19% 4 )
1. / mdz = 0. Wskazéwka. Uzasadnié najpierw, ze badana calka niewlasciwa

0

o
1999

. - Lo . [ In'%g In1%9 g
jest zbiezna, gdyz zbiezne sg calki e dz, T2 dx. Nastepnie pod-
0 1
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s |
stawi¢ v = —. Wéwcezas otrzymamy
z

o0 (=]
ln1999 xdz _ ln1999 xdx
14+22 14 22
0 0
- ‘ 2
2. Szereg Z (m — Sr) jest zbiezny. Wskazéwka. Wyznaczy¢ najpierw S, = —2- sin -

n=1

o0
. 1
Nastepnie korzystajac z kryterium ilorazowego (poréwnaé z szeregiem E -7-1-5-)

n=1
uzasadnié zbieznosé szeregu

T

n=3

7

3. / v (z)dz = %— Wskazéwka. Z twierdzenia o pochodnej funkcji uwiklanej wynika,

0
ze dla £ > 0 mamy y' =

~3 2 . Ponadto y(0) = 2 oraz y(7) = 1. Dokonujac

zamiany zmiennych z = :z:(y) w calce otrzymamy

7 1 1
2
2 2 ' Y
dz = )z (y)dy= [ ——d
[r@a= [rerwa= [t
0 2 2
Lo, 2 2 a1
3y +
= —/y—y—f‘yzdy:/(3y3+xy) dy:/(8+2y3) dy:—é—-.
2 1 1

4. |[V|=8 (2 - \/5) . Wskazéwka. Zastosowaé wspdlrzedne walcowe.

Zestaw IX

(=] .
1. Catka / 2—(1-———2}/_ jest rozbiezna. Wskazéwka. Problem polega na zbadaniu zbiez-
22—z

0
noéci calek:

% %
dz dz .
/ P :f \3/9_:( =5 1) — calka zbiezna,
0 0 ;

tdt
5 -1

dz z =t =3
72 — Yz | dz=3t%dt |
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2
/ g 7= — calka rozbiezna do oo (uzasadnienie jak powyzej),
1

[e o] oo
d:
3 :1:3 = dz — calka zbiezna.
77| )
2 2 Va5

2. Wskazéwka. Kryterium catkowe zbieznoéci szeregéw zastosowaé do szeregu

i (%—ln(h+1)+1nn).

n=1

et .
3. 1" 16"“) dla |z| < 1. Wskazéwka. Zauwazyé, ze
=o ’

n

1 1-2 1 s
1+z) (1+22)(1+24)(1+28)  1—z6 1-—z16 1_gl6"

Nastepnie zastosowaé wzér

Sk

n=0

dla {g| < 1. Otrzymamy wéwczas

(=<

1 16n x
- 16n+1
_1—z16 E z oraz T = E z

n=0 n=0
dla |z] < 1.
mM

4. Sila przyciagania F jest skierowana prostopadle do plytki i ma wartodé T 3
: a

Zestaw X

=]
1. Zdanie jest falszywe. Wskazéwka. Rozwazyé szereg Z 1—:;; Do uzasadnienia roz-

bieznosci szeregu Z —r gdzxe k € N, wykorzystaé kryterium calkowe lub

n-2 )
kondensacyjne.
1

(CERnICE)

2000! 1
2, [0 q) == (1 4501> Wskazéwka. Funkcje wymierna,
) 00,

’ rozloiyé na utamki proste. Nastgpnie wykorzystaé wzér Z q" =
n=0 !

dla lq] < 1.

Na koficu zastosowaé réwnoéé f™(0) = can!, gdzie c, oznacza wspoiczynmk
stojacy przy-z”™ w szeregu Maclaurina funkeji f.
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3. f(z,y) = sin’ (g\/:ﬁ + yz) . Mozliwe sa takze inne funkcje. Wskazéwka. Uza~ |

sadnié, ze funkcja

1 dla r <1,
h(r) = { sin® (2 ) dla 1<r <2,
0 dla 2<r

spetnia warunki h'(1) = 0 oraz h/(2) = 0.

4. |V| = 75. Wskazéwka. Zastosowaé wspoélrzedne sferyczne. Bryla sklada si¢ z przy-
stajacych czeéci polozonych w 4 oktantach uktadu wspétrzednych.

Zestaw Xl
1. In2, %ln 2. Wskazéwka. Jezeli przez S oznaczyé sume szeregu
11 1 1 1
=gtz gt gt
to mamy
1 1 1 1 . _1)_1 (_1___1)__1_ '
l-g-2%3 678" “(1 3)"1t\3 "6/ "8t
1 1.1 1 -
=3(-3+3-1+) =%
2. Wskazéwka. Zauwazyd, ze
1 11—z

S Al P s Rl e

1
oraz wykorzystaé tozsamosé an “1-4 dlafq| < 1.

n=0

s (1457) (=534 1) (- D3+ 5) (--5) ot

Réwnanie plaszczyzny stycznej do powierzchni F(z,y, 2) = 0 ma postad
oF oF oF _
e (zo0, Yo, 20) (z — zo) + By (zo, Yo, 20) (¥ — %o) + b7 (z0, %0, 20) (2 — z0) = 0,

gdzie (zo,¥o, z0) jest punktem tej powierzchni.
4. Wskazéwka. Srodek masy jednorodnego tréjkata jest punktem przeciecia $rod-
kowych. Wykorzystaé wzdér na wektor wodzacy srodka masy sumy obszaréw roz-

lacznych A, B: . .
TA-map+TB MmpB

Taup = 5
maA +mp

gdzie ma i mp oznaczajg odpowiednio masy obszarévyDA, B. Przyjaé, ze otwory
majg ,mas¢ ujemna”.

i
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Zestaw XH

1. Szereg jest rozbiezny. Wskazéwka. Zauwazyé najpierw, ze 0 < an < 1 dlan €N,
, n
Stad lim a, =0. Nastepnie do zbadania zbieznoéci szeregu
n=—o0

=1

=1

2000

wykorzystaé kryterium ilorazowe (poréwi;aé z szeregiem Z -71;‘, ktéry jest rog-
n=1
bieiny).

. | [ o]
2. Wskazéwka, W calce | —2%
14+ x4

0

P . 1 .
dokonaé zamiany zmiennych v = =. Wéwczas
z

otrzymamy réwnoséé
<

oo - )
dr v2dy
1+z2 7 | 1408
0 0.

Nastepnie wykorzystaé tozsamosé

1 1

‘1+:v2= 2 i 2
I+zt 2242241 22—z +1

3. Jest to tréjkat réwnoboczny opisany na kole. Wskazéwka. Jako zmienne badanej
funkcji (pole tréjkata) przyjaé ,katy widzenia” bokéw ze srodka kola. Zamiast
warunku wystarczajacego ekstremum mozna zastosowaé twierdzenie Weierstrassa
o przyjmowamu kreséw przez funkcje ciagla na zbiorze domknigtym i ograniczo-
nym w R2,

4. I, = 5 (1 - —72;) MR?. Wskazéwka. Wykorzystaé wzér

d(P,l) = %\/(2x—y—z)2+(2y——z—z)2+(2{-x—y)2

na odleglo$é punktu P = (z,y, z) od prostej ! : £ =y = z, a w calce potréjnej na
moment bezwladnoéci wprowadzi¢ wspétrzedne sferyczne.

Zestaw Xl

2
1, Calka niewladciwa jest zbiezna. Wskazéwka. Wykorzystac nieréwnosé 0 < e™ % <

Cdlaz>1.

2. Wskazéwka. Zauwazyé, ze z nieréwnoici an < zn < bn wynika nieréwnodé 0
N (= o)

4

Tn — @n < bn — an. Wykorzystaé teraz fakt, ze ze zbieznosci szeregéw E Qn,

n=1

Z bn wynika zbiezno$é szeregu Z (bn — an) 1 nastepnie zastosowaé kryterium

n=1 n=1

R
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(=]

4. Istnieje. Takim szeregiem jest n
poréwnawcze zbieznosci szeregéw do uzyskania zbieznosci szeregu E (zn — an). giem § P

n=1 B/ 3T 34/ _—“_———+——-———'——
- o A A A" R EB BB
Zbieznosé szeregu Zmn wynika teraz ze zbieznosci szeregdéw Z (zn — an) oraz o
] n=1 Zestaw XV
Z an. 1. Ksztalt cienia bryly pokazano na rysunku.
n=1 v

3. Najwigksze pole ma tréjkat réwnoboczny wpisany w kolo. Wskazéwka. Pole tro;-
kata wyraza si¢ wzorem

2
S(a, B) = —1-%— {sina + sin B + sin 27 — (a + B)]},
gdzie «, ﬁ oraz 27 — (a + ﬂ) sa, katami miedzy promieniami kola dochodzqcyml
do w1erzcholkow tego tréjkata.
4, V]| = _6 Wespélna czesé tych powierzchni jest krzywa, ptaska. Wskazéwka. Wy-

korzystaé fakt, ze rzutem bryly na plaszczyzne zOy jest kolo. Zastosowaé wspél-
rzedne walcowe.

Zestaw XIV
W pét taszezysnie 0 brzeg c
1. Wskazéwka. Zalozyé, ze w pewnym punkeie (2o, yo) zachodzi nieréwnosé P v vs g clenia ma réwnanie
B iy s L -2 da <,
920y Zo, Yo S0z Zo, Yo y= V3
. 0 —V1i-22 da - <lzl<],
Wéwezas z twierdzenia o lokalnym zachowaniu znaku funkeji cigglej wynika, ze dla 2
punktéw (z,y) z pewnego prostokata P o rodku w (zo,%0) zachodzi nieréwnoéé a w pélplaszezyznie y > 0 réwnanie y = /1 — 22 dla |z| <

Wskazéwka. Rozwazyé przekrdj bryly plaszczyznq T=1zxoi zbadac bieg promienia
$wiatla w tej plaszczyznie.

f

L ew> g,
2. Szereg jest zbiezny.

Wskazéwka. Zauwazyé, ze dla n > 4 prawdziwe sa nieréwnosci

0< B+1D(B+3)(3+5)...(3+(2n 1)) < (B34+2)(3+4)(3+6)...(3+2n)
(T+2)(7T+4)(7+6)...(T+2n) =T+ 27+ 4)(7T+6)...(7+2n)
=57 3
2n+5)(2n+7) " 4n?
Nastepnie zastosowaé kryterium porownawcze zbieznosci szeregow
3. Iz=%r~(4R2+3 %).
Wskazéwka. Moment bezwladnodci torusa wyraza sie wzorem

L2 T // +y2)\/ PR —R)lzdm/dy,

gdzie P jest pierdcieniem opisanym nieréwnosciami (R — r)? <P +y’ < (R+7)?,
a |V| oznacza objgtodé torusa, ktéra mozna wyznaczyé ze wzoru

2 ;
IV|_2//\/ m2+y -—R) dady.

G

Nastepnie zastosowaé twierdzenie o calce iterowanej do prostokata P i funkcji
\0f _ 9'f
8xdy OBydz’

sin? z

2. Calka jest rozbiezna. Wskazéwka. Zalozyé, ze catka / dx jest zbiezina.

. . - T Y . [cos®x
"~ Wéwezas, dokonujac podstawienia x = -é--i-t, uzasadnié zbieznosé catki / dz.
z
Na koficu wykorzystaé tozsamosé
1 sin’z  cos’z
z z z

3. Wskazéwka. Wykorzystaé twierdzenie Darboux o miejscach zerowych funkcji cigg-
lej. Rozwazyé funkcje f (¢) = L.(p) — Iy(p), gdzie 0 < ¢ < 7 jest katem, jaki
tworzy dodatnia cz¢éé osi Oz z ustalonym kierunkiem, a I, Iy oznaczaja mo-
menty bezwladnosci obszaru wzgledem osi Oz i Oy. Poréwnaé wartosei f(y) i

1)

L

S

3
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' : - ; 3 (.3
Do obliczenia calek podwéjnych wykorzystaé wspélrzedne biegunowe. 3. Funkcja ma minimum lokalne réwne —2e¢~ 2 w punkcie (——2-, 1) .
4. Calka jest rozbiezna. » 4, 4.
Wikazéwka. Zastosowaé kryterium ilorazowe rozbieznoéci catek niewlasciwych do 5. y= =2
poréwnania funkeji podcatkowej z funkcja, flz)= - 6. —In|z 42|, z€[-4,-2).
3 ViI=(z—-1)2 §F T 22
Egzamin poprawkowy 7. / dz / f(z,y)dy + / da / flz,y)dy.

1-y/1-(a—1)% 3 1-4/1-32

) lub (%-?)

Zestaw |

©  arctg?2
2, — — -—-—2——" )
4 . ( alka zbiezna.
3. Szereg zlblezny. Vise? .
4. z0="‘§- f(x’y)dx'
5. %ﬂ'RS. 1-v?

3. Funkcja przyjmuje najrﬂniejszq wartosé réwna, 0 w punkcie (0, 0), natomiast warto§é
najwicksza réwna 8 jest realizowana w punkcie (2,2).

41
4, 2575—7—5-.

5. y=—z+2.

6. (—1-}137) z€(0,2).

2. 4rR’.
‘ . 64 . (44
3. Funkcja ma maksimum lokalne réwne 7V punkcie (§’ §) .
4, 2.999.
5. y"(O) = -2, N
6. cos2z — 1,z €R. ” 3. Z(—l)"mz('f“), R=1.
n=0
7. TV 4. 5.082. (
8. w. 5. y=-3z+3. . N
6. Funkcja ma nmiinimum lokalne réwne —9 w punkcie (0, 3).
~ 7. L= _—-2050.
1. Calka rozbieina.

2
2. |U| =2m. 8. (zo,¥c,20) = (O,O,E)-
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R=1, (-3,—1].

hod n+2

z
> (= —— R=co.
n=0
8, 29.
Y=z
Funkcja ma minimum lokalne réwne —4 w punkcie (1, —1).

5000
I, = 5
111

(mcaFI/cazo) = (Z, 1 Z) .

1
Funkcja ma minimum lokalne réwne —4 w punkcie (5, 1) .

2
MS, = 3

3
(o1 Yor20) = (0,0, Z) .

R=3,[-3,3).

-]
1" 4
> (R na

n=0
4.24.

y=—z+1.

Funkcja ma minimum lokalne réwne —9 w punkcie (0, 3).

MS, =0.

9 3
(ZorYor2c) = (07\07 §> . : )

Egzamin poprawkowy 135

Zestaw V

135 300"

2. Funkcja ma maksimum lokalne réwne ——3—8\/—3 w punkcié (g—, %) oraz minimum

lokalne réwne —gﬁg— w punkcie (2_71' 27‘-) .

8 33
3. D={(w,y)eR2:0<y<—a:,x<0}U{(w,y)€R2:~:c<y<0,m>0}.
4. —‘—It:::i;f,|x|<1
5. |D| = .
4

6.M2364+1 1?(16
7. fér_—i%‘

2
8. 1;—

T
1. s
1 T
2. 3z — = = ——
* 2y—|—z 4

3. Funkcja ma warto$é najmniejszg réwna —4 w punktach (0, 2) i (0, —2) oraz wartoéé
najwieksza réwna 4 w punktach (2,0) i (—2,0).

oF 1 v

B w? (w—1)2

(17V17-1).

2, fe=2In2-1.
1
5

4

4, = =,
M 3
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27 ™
5. ?(1+\/§)(m—1)+(1+\/§)(y—-g):z—\/g.

6. Funkcja uwiklana y = y(z) ma minimum lokalne réwne 0 w punkcie 2 oraz mini- 1 vy
- mum lokalne réwne 24/3 w punkcie 2v/3 + 2 oraz maksimum lokalne réwne —2v3
-+ w punkcie —2v/3 4+ 2. 1. dy/ flz,y) dz.
7. |D| =8. o vt
8. Dy = {(w,y)elRZ: a:>0,y$a:3}U{(z:,y)€]R2: a:<0,y2:1:3}, poziomica 2. Q_sz z ﬂ: -2’z _6_}": —x
y=2° - 4a. ' 0z 1+yz’ By (1+y2)" 0z (1+y2)"
3. I
3
4. [-5,1).
3
5. I = =
3. 6. z =32z + 6y — 53.
2
7. -=
3. IDl=g+ ? ,\
8. f(z,y) =T+ (z+2)°+(y—3)%

4. D = {(m,y,z) eR®: :1:=——2,z7$0}.

1
5. Funkcja ma minimum lokalne réwne ——w punkcie (1,0).

2

6. R= -‘12- L —3.

7. Szereg zbiezny. 1 ¥

g 17n3-1 2 dy/ f(z,y)dz.
© 150 ;)

3. Funkcja ma wartoéé najmniejszg réwna —8 w punkcie (2,4) oraz wartoéé najwiek-
szg, réwng —1 w punkeie (1,1).

x4n+1

4. Z:O(—n" DIk

4, ixzy (y+2).

5. Z(_n"(ﬁi_;}):
n=0

) .

6. = == .
0z 1+ (ay?)®’ 0y 1+ (zp?)’ 1
1. —.
7. Funkcja ma minimum lokalne réwne 0 w punkcie (—z, —1-) . 2e
5°5 af 1 of
2 = L =g
oz zx 0O

5 5 v
8. (zo,yc) = (1—2'v 6) .

b d
o
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4. 54 +24V/3.
s n g2l
5. Z(_I) nl
n=0 .
6. f(z,9) =5~ (z-2)" = (y+1)". 2
8 : ‘ v
- 3. R=2, (—4,0).
7. 1o =155 (—4,0)
8. 4. IUI = 80mw.
5. Szereg rozbiezny.
Zestaw IX 6. A, ~1,93.
~1 - —V=y=T
7./dy / f(a:y)da:-l-/dy / Sz, da:+/d/ z,y) dx.
1. R=1,(1,3]. J (z,9) y [ flz,9)
2 VT L ) 1
" 73 8. Funkcja ma maksimum lokalne réwne —220 w punkcie (—fz—, 5) .
3. Funkcja ma minimum lokalne réwne 45% w punkcie (%1—, 5) .
4. 6. 775
3 i=y 1. |U| = 24, '
5. / dy/ flz,y)dz +/ dy / flz,y)dz +/ dy / f(z,y) dz. 2. Funkcja ma minimum lokalne réwne 3 — 2In2 w punkcie (1, 2).
-1 =2 1 -2 1 3. Ap ~5.21.
6. M= —2—HR4. 4. R=4, (-2,6).
7. 552 ro7 A L2
6 5. /dy/ f(:z:,y)da:+/ dy / f(a:,y)dx—l—/ dx/ f(z,y)d=.
8. Szereg zbiezny.
-3 2 ) -1 0 iy
V8 2
6. M= 0

21
. Funkcja ma minimum lokalne réwne —294:11- w punkcie (5, 7) .

M=

.zdyjf(x,y)dx+! dy Z f(x y)dx—}-

. Szereg zbiezny.
z=0.

0.031.

—4.

© N oG oe

7. Szereg zbiezny.
8. : =dz +4ymy+1—2nm.

7['7‘4

4
2v32

&\m

2

N
dy / f(z,y) de.
-/o=y2




